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Περίληψη   
 
΢τθ παροφςα διπλωματικι εργαςία εξετάηεται το φαινόμενο τθσ εξαναγκαςμζνθσ διάχυςθσ μιασ 
ουςίασ θ οποία βρίςκεται διαλυμζνθ ςε ιξωδοελαςτικό ρευςτό που ταλαντϊνεται μεταξφ 
παραλλιλων πλακϊν. Σο φαινόμενο τθσ εξαναγκαςμζνθσ διάχυςθσ ςυνίςταται ςτθν ταυτόχρονθ 
ςυναγωγι και διάχυςθ ουςιϊν μζςα ςε κινοφμενα ρευςτά, το οποίο μελετικθκε για  πρϊτθ φορά 
με τθν εργαςία του G.I. Taylor. Όπωσ ζδειξε ο Taylor μπορεί να χρθςιμοποιθκεί ωσ μζκοδοσ 
προςδιοριςμοφ του ςυντελεςτι διάχυςθσ ουςιϊν ςε ιξϊδθ ρευςτά και ότι το φαινόμενο τθσ 
εξαναγκαςμζνθσ διάχυςθσ ζχει μεγάλθ ςθμαςία ςτθ φυςιολογία, για το κυκλοφορικό και το 
πνευμονικό ςφςτθμα των οργανιςμϊν και φυςικά του ανκρϊπου. Σο φαινόμενο τθσ 
εξαναγκαςμζνθσ διάχυςθσ ζχει ςφγχρονεσ εφαρμογζσ ςτθν επιςτιμθ τθσ ιατρικισ, κφρια με τθν 
ειςαγωγι των υψθλισ ςυχνότθτασ αναπνευςτιρων. Επιπλζον, μετριςεισ τθσ ταχφτθτασ του αίματοσ 
που γίνονται με βάςθ το χρόνο που απαιτείται για να μεταφερκεί μια ουςία από ζνα ςθμείο μιασ 
αρτθρίασ ι φλζβασ ςε κάποιο άλλο, ςτθρίηονται κεωρθτικά ςτθ μελζτθ του φαινομζνου αυτοφ. 
΢το πρϊτο κεφάλαιο, παρουςιάηονται μερικζσ από τισ πιο ςθμαντικζσ πειραματικζσ εργαςίεσ για τθ 
μελζτθ του φαινομζνου κακϊσ και ςχετικζσ κεωρθτικζσ απόψεισ. 
΢το δεφτερο κεφάλαιο γίνεται αναφορά ςτθ κεωρία του Taylor για τθν περίπτωςθ τθσ διαςποράσ 
τθσ ουςίασ μζςα ςε ζνα νευτϊνειο ρευςτό, που κινείται με μόνιμθ ροι μζςα ςε κυλινδρικό αγωγό. 
΢τθ ςυνζχεια παρουςιάηεται θ εργαςία του Watson ςτθν οποία μελετάται θ ταλαντωτικι ροι ενόσ 
νευτϊνειου ρευςτοφ μζςα ςε αγωγό τυχαίασ διατομισ. 
΢το τρίτο κεφάλαιο αναφζρονται  γενικζσ απόψεισ για τθ μοντελοποίθςθ τθσ ςυμπεριφοράσ του 
αίματοσ. Γίνεται αναφορά ςτισ μονοκατευκυντικζσ ροζσ διάτμθςθσ (unidirectional shear flows) οι 
οποίεσ είναι αυτζσ με βάςθ τισ οποίεσ εξετάηονται πειραματικά οι ιδιότθτεσ των ρευςτϊν. Αναλφεται 
επίςθσ το μοντζλο του ιξωδοελαςτικοφ ρευςτοφ του Jeffreys για το οποίο μελετάται ςτθ παροφςα 
εργαςία θ εξαναγκαςμζνθ διάχυςθ μιασ ουςίασ, όταν αυτό ταλαντϊνεται μεταξφ παραλλιλων 
πλακϊν. Παρουςιάηονται οι υπολογιςμοί και τα αποτελζςματα. Κρίςιμο ςθμείο για τουσ 
υπολογιςμοφσ κεωρείται θ ειςαγωγι των παραμζτρων ξ,ξ1,και ξ2 ϊςτε να προκφψουν εκφράςεισ 
παρόμοιεσ με αυτζσ του Watson και παρουςιάηονται τα ςχετικά διαγράμματα για το ποςοςτό 
αφξθςθσ του ςυντελεςτι διάχυςθσ. 
Σζλοσ, ςτο παράρτημα παρουςιάηονται οι υπολογιςμοί που γίνονται για τισ κατάλλθλεσ εκφράςεισ 
του Rv (ςυντελεςτι επαυξθμζνθσ διάχυςθσ) και τα προγράμματα που χρθςιμοποιικθκαν για τον 
υπολογιςμό των διαγραμμάτων Δ1-Δ16.      
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Abstract 
 
In this thesis we examine the phenomenon of forced diffusion of a substance which is dissolved in a 
viscoelastic fluid that oscillates between parallel plates. The  phenomenon of forced diffusion 
consists of simultaneous convection and diffusion of substances in moving fluids, which was first 
studied by G.I. Taylor. As shown by Taylor the phenomenon of forced diffusion  can be used as a 
method for determining the diffusion coefficient of substances in viscous fluids and has great 
importance in physiology, for the circulatory and pulmonary system of organisms and of course the 
humans. The phenomenon of forced diffusion has applications in modern medical science, mainly by 
introducing high-frequency ventilators. In addition, measurements of the speed of blood which are 
based on the time required to transfer a substance from one point of an artery or vein to another, 
are based on the theoretical study of this phenomenon. 
In the first chapter we present some of the most important experimental studies  the phenomenon. 
The second chapter is a reference to Taylor’s theory for the case of dispersion of a substance in 
Newtonian fluid, moving with steady flow in a cylindrical pipe. Then, we present Watson’s work 
which studied the oscillatory flow of a Newtonian fluid in a random cross-section pipe.  
Chapter three presents general perspectives for modeling the behavior of blood. Also, there is 
reference to unidirectional shear flows, with which we examine  experimentally the properties of 
fluids. We also analyze the model of Jeffrey’s viscoelasctic fluid for which it is studied in this thesis, 
the forced dispersion of a substance when it oscillates between parallel plates. We present the 
calculations and the results and we consider critical for the calculations the parameters ξ,ξ1 and ξ2 in 
order to have expressions similar to those of Watson, and the charts for the percentage increase in 
the rate of diffusion. 
Finally, the Annex presents the calculations which are made for the expressions of the 
augmented diffusion coefficient Rv and the programs used to calculate the diagrams D1-D16. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1 
Βιβλιογραφική Επιςκόπηςη. 
 
1.1 Θεωρητική και πειραματική μελζτη των Slutsky et al. 
Α. Slutsky, J.M. Drazen, R.H. Ingram, R.D. Kamm, A.H. Shapiro, J.J.Fredberg, S.H Loring, J.Lehr   
Effective pulmonary ventilation with small-volume oscillations at high frequency.           Science 209, 
609-611, 1980                                    
Ο αεριςμόσ των πνευμόνων αφορά τθν απαγωγι διοξειδίου του άνκρακα και προςαγωγι οξυγόνου. 
Η εναλλαγι των αερίων φυςιολογικά γίνεται μζςω δφο διαφορετικϊν περιοχϊν των πνευμόνων, τον 
νεκρό χϊρο (dead space) που αποτελείται από τουσ αεραγωγοφσ (βρογχιόλια) και ςτον οποίο θ 
μεταφορά των αερίων γίνεται κυρίωσ δια ςυναγωγισ και τον κυψελιδικό χϊρο (alveolar space) όπου 
κφριοσ μθχανιςμόσ τθσ μεταφοράσ αερίων είναι θ διάχυςθ. Επομζνωσ, για να γίνεται ικανοποιθτικι 
εναλλαγι αερίων κα πρζπει ο ειςερχόμενοσ προσ τουσ πνεφμονεσ αζρασ (tidal volume) να ζχει όγκο 
μεγαλφτερο από τον όγκο του νεκροφ χϊρου. Λίγο πριν το 1980, αποδείχτθκε όμωσ ότι 
ικανοποιθτικόσ αεριςμόσ του κυψελιδικοφ χϊρου μπορεί να ςυμβεί με όγκο αεριςμοφ πολφ 
μικρότερου από αυτόν του νεκροφ χϊρου εάν θ ςυχνότθτα αναπνοισ είναι αρκοφντωσ μεγάλθ και 
ςυγκεκριμζνα εμπίπτει ςε ζνα τυπικό διάςτθμα τιμϊν 4 ζωσ 20 Hz. 
΢το εν προκειμζνω εξεταηόμενο άρκρο που παρουςιάςτθκε ςτο περιοδικό Science το 1980, 
παρουςιάςτθκε ζνα κεωρθτικό μοντζλο εξιγθςθσ του φαινομζνου αυτοφ βαςιςμζνο ςτθν ζννοια 
τθσ ενιςχυμζνθσ διαςποράσ μζςω ταυτόχρονθσ μεταφοράσ και διάχυςθσ, όπωσ αναλφκθκε από τον 
Taylor (1953) για πρϊτθ φορά (για περιπτϊςεισ μονίμου ςτρωτισ και τυρβϊδουσ ροισ) και από τον 
Chatwin (1975) για τθν περίπτωςθ παλλόμενθσ ςτρωτισ ροισ. Γενικά, θ αυξθμζνθ μεταφορά μάηασ 
μζςω του φαινομζνου αυτοφ, μπορεί να αναπαραςτακεί με ζναν τρόπο ανάλογο με αυτό τθσ 
μοριακισ διάχυςθσ μζςω αντικατάςταςθσ του ςυντελεςτι μοριακισ διάχυςθσ Dmol με ζναν 
ςυντελεςτι Deff (ενεργόσ ςυντελεςτισ). 
Δομή του μοντζλου : 
Ο πνεφμονασ κεωρείται ωσ ζνα δίκτυο διακλαδιηόμενων ςωλινων. ΢ε κάκε ςωλινα θ παροχι όγκου 
ενόσ ςυςτατικοφ, που διαςκορπίηεται μζςω μεταφοράσ και διάχυςθσ, είναι ανάλογθ προσ τισ 
διαφορζσ μεταξφ των ςυγκεντρϊςεων (εν προκειμζνου εκφράηονται ωσ ποςοςτό όγκου) του 
ςυςτατικοφ ςτα άκρα του ςωλινα. Η ςτακερά αναλογίασ εξαρτάται από το μικοσ και τθ διατομι 
του ςωλινα και από τον ενεργό ςυντελεςτι Deff και το αντίςτροφο μζγεκοσ μπορεί να κεωρθκεί ωσ 
«αντίςταςθ» R του ςωλινα ςτθν ενιςχυμζνθ διάχυςθ, δθλαδι ςτθν διαςπορά τθσ ουςίασ. 
 
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outletinlet
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Όπου 'constinentV  θ παροχι του ςυςτατικοφ (όγκοσ/χρόνο) μζςω του ςωλινα, Finlet και Foutlet οι 
ςυγκεντρϊςεισ κατά όγκο του ςυςτατικοφ ςτθν είςοδο και τθν ζξοδο του ςωλινα, Α θ επιφάνεια τθσ 
διατομισ και L το μικοσ του ςωλινα. Η αντίςταςθ ςτθν διαςπορά τθσ ουςίασ για ολόκλθρο ι ζνα 
τμιμα βρογχικοφ δζντρου των πνευμόνων υπολογίηεται όπωσ και θ αντίςταςθ ενόσ θλεκτρικοφ 
κυκλϊματοσ, εξαιτίασ τθσ αναλογίασ που υπάρχει μεταξφ των μεγεκϊν του προβλιματοσ τθσ 
διάχυςθσ και των μεγεκϊν τθσ τάςθσ, του ρεφματοσ και τθσ αντίςταςθσ ςε θλεκτρικό κφκλωμα. 
Ο ςυντελεςτισ ενιςχυμζνθσ διάχυςθσ Deff είναι διαφορετικόσ για τθ ςτρωτι και τθν τυρβϊδθ ροι 
και υπολογίηεται ςτο μοντζλο με βάςθ τα κεωρθτικά αποτελζςματα του Chatwin για τθ παλλόμενθ 
ςτρωτι ροι και τθ κεωρία του Taylor και τα πειραματικά αποτελζςματα του Scherer et al. για καλϊσ 
αναμεμειγμζνθ ροι (τυρβϊδθ) από τουσ παρακάτω τφπουσ : 
                                               
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Σα Κ1 και Κ2 είναι αδιάςτατεσ παράμετροι τάξεωσ μονάδασ. 
Φαίνεται λοιπόν ότι το Deff εξαρτάται κυρίωσ από δφο παραμζτρουσ : 
 Σθν παράμετρο του Womersley, 
v
f
da 






2

 όπου d είναι θ διάμετροσ του ςωλινα, f θ 
ςυχνότθτα των ταλαντϊςεων και ν θ κινθματικι ςυνεκτικότθτα  
 Σον αρικμό Reynolds, 
v
ud
Re που υπολογίηεται με βάςθ τθν χωρικά ςτακμιςμζνθ μζςθ 
τετραγωνικι (root-mean-square) ταχφτθτα. 
Είναι ςθμαντικό να παρατθριςει κανείσ ότι ςτουσ τφπουσ 1 και 2, που αναφζρονται ςτθν τυρβϊδθ 
μόνιμθ ροι και τθ ςτρωτι μόνιμθ ροι δεν υπειςζρχεται όπωσ είναι φυςικό επίδραςθ τθσ 
παραμζτρου του Womersley, γεγονόσ που ςθμαίνει ότι θ χρθςιμοποίθςθ τουσ για κακοριςμό τθσ 
διαςποράσ του διαχεόμενου ςυςτατικοφ ςε ταλαντοφμενθ ροι υπονοεί ότι δεν εξαρτάται από τθ 
ςυχνότθτα. Όπωσ αναφζρεται ςτθν επόμενθ παράγραφο, αυτι ακριβϊσ θ παρατιρθςθ είναι που 
οδιγθςε τουσ Jaeger και Kurzweg ςτθ διεξαγωγι τθσ μελζτθσ τουσ για κακοριςμό του ενεργοφ 
ςυντελεςτι διάχυςθσ ςε τυρβϊδεισ ροζσ, ειδικά για μεγάλουσ αρικμοφσ Womersley. 
΢το μοντζλο γίνεται θ υπόκεςθ ότι υπάρχει ζνασ κρίςιμοσ αρικμόσ Reynolds Rec, ςτακερόσ για κάκε 
αγωγό του βρογχικοφ δζντρου με βάςθ τον οποίο κακορίηεται το αν θ ροι είναι ςτρωτι ι καλϊσ 
αναμεμειγμζνθ, δθλαδι τυρβϊδθσ. 
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΢φμφωνα με το μοντζλο προβλζπεται ότι θ απαγωγι του διοξειδίου του άνκρακα κα αυξθκεί κακϊσ 
το πλάτοσ τθσ παροχισ τθσ παλλόμενθσ ροισ αυξάνεται, ανεξάρτθτα από τισ τιμζσ τθσ ςυχνότθτασ 
και του όγκου εμβολιςμοφ (stroke volume) αρκεί θ ςυχνότθτα να είναι αρκετά μικρι ϊςτε θ τιμι 
του αρικμοφ Womersley να είναι μικρι για τισ περιοχζσ των πνευμόνων που θ ροι είναι ςτρωτι. 
Επίςθσ, αναφζρεται ότι το μοντζλο υποδεικνφει ότι θ απαγωγι του διοξειδίου του άνκρακα 
ςυναρτιςει τθσ ροισ τθσ τραχείασ είναι ςχετικϊσ ανεξάρτθτθ από το μζγεκοσ του ηϊου ι τον όγκο 
του πνεφμονα για ζνα ηϊο, αρκεί οι γεωμετρίεσ των πνευμόνων να είναι όμοιεσ. Αναφζρεται ωσ 
παράδειγμα ότι εάν όλεσ οι γραμμικζσ διαςτάςεισ των αεραγωγϊν αυξθκοφν κατά ζνα παράγοντα 3, 
ςφμφωνα με το μοντζλο θ απαγωγι του οξυγόνου κα αλλάξει περίπου μόνο κατά 15%. 
Σο φαινόμενο εκτόσ από τθ κεωρθτικι αντιμετϊπιςθ του εξετάςτθκε και πειραματικά με ςκοπό τθν 
πιςτοποίθςθ τθσ αξιοπιςτίασ του μοντζλου. Σα πειράματα ζγιναν ςε τζςςερα ςκυλιά για τα οποία 
μεταβαλλόταν θ ςυχνότθτα και ο όγκοσ εμβολιςμοφ. Η πειραματικι διάταξθ φαίνεται ςτο πιο κάτω 
ςχιμα. Η λογικι του πειράματοσ περιγράφεται αναλυτικά ςτο άρκρο και ςτο παρόν παραλείπεται. 
 
 
Παρατθρικθκε λοιπόν πειραματικά και κεωρθτικά μζςω του μοντζλου ότι : 
 Αν αυξθκεί θ ςυχνότθτα για ςυγκεκριμζνο όγκο εμβολιςμοφ αυξάνεται θ απαγωγι CO2 . 
 Αν αυξθκεί ο όγκοσ εμβολιςμοφ για ςυγκεκριμζνθ ςυχνότθτα αυξάνεται θ απαγωγι επίςθσ . 
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 Για οποιονδιποτε ςτακερό γινόμενο ςυχνότθτασ επί όγκο εμβολιςμοφ θ απαγωγι 
παραμζνει ςτακερι. 
Τπολογίηεται για το λόγο αυτό θ άποψθ, ότι θ ςθμαντικι παράμετροσ που επιδρά ςτθν 
αποδοτικότθτα τθσ εναλλαγισ των αερίων είναι το πλάτοσ τθσ παροχισ τθσ παλλόμενθσ ροισ, 
δθλαδι το γινόμενο τθσ ςυχνότθτασ επί τον όγκο εμβολιςμοφ και όχι οι μεμονωμζνεσ τιμζσ 
ςυχνότθτασ και όγκου εμβολιςμοφ. 
Ουςιαςτικά το μοντζλο προβλζπει λοιπόν ότι fVVCO 
'
2
,με ςυντελεςτι αναλογίασ που μειϊνεται 
με τθν αφξθςθ του κρίςιμου αρικμοφ Reynolds. 
Δίνονται τα δφο παρακάτω διαγράμματα, το ζνα με πειραματικζσ τιμζσ και το άλλο με τισ 
προβλεπόμενεσ από το μοντζλο, τθσ παροχισ του CO2 ςε ςυνάρτθςθ τθσ μζςθσ τετραγωνικισ τιμισ 
τθσ παλλόμενθσ ροισ. Η μζςθ τετραγωνικι τιμι τθσ παροχισ τθσ παλλόμενθσ ροισ είναι ανάλογθ 
του fV, δθλαδι του πλάτουσ τθσ παροχισ τθσ παλλόμενθσ ροισ. Παρατθρείται μια αςυμφωνία όςον 
αφορά το γεγονόσ ότι θ πειραματικι ευκεία φαίνεται να μθν περνά από το (0,0). Επίςθσ, φαίνεται 
ότι θ κλίςθ των καμπφλων παρουςιάηει κάποια ςχετικά ςθμαντικι διαφορά. 
 
 
΢υμπζραςμα του άρκρου είναι ότι, αποδοτικι εναλλαγι αερίων μπορεί να λάβει χϊρα για όγκουσ 
αεριςμοφ ακόμθ και εάν είναι 20% του νεκροφ χϊρου, προχποτικζμενου ότι θ ςυχνότθτα είναι 
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αρκετά υψθλι για να διατθριςει το πλάτοσ τθσ ροισ (γινόμενο όγκου εμβολιςμοφ επί ςυχνότθτα) 
ςτθν τραχεία πάνω από ζνα κρίςιμο επίπεδο. ΢υμπεραίνεται τελικϊσ, ότι οι ςυνδυαςμζνεσ 
επιδράςεισ τθσ μοριακισ διάχυςθσ και τθσ ςυναγωγισ μποροφν να εξθγιςουν τθν πειραματικϊσ 
παρατθροφμενθ μεταφορά αερίων. 
1.2 Πειραματική μελζτη Jaeger και Kurzweg. 
M.J. Jaeger and  U.H. Kurzweg, Determination of the longitudinal dispersion coefficient in flows 
subjected to high frequency oscillations, Phys. Fluids 26, 1380-1382, 1983                                      
΢ε άρκρο που παρουςιάςτθκε το 1983 ςτο περιοδικό Phys. Fluids από τουσ Jaeger και Kurzweg, 
αμφιςβθτικθκε θ αξιοπιςτία του παραπάνω μοντζλου εξαιτίασ του τρόπου κακοριςμοφ του 
ςυντελεςτι ενιςχυμζνθσ διάχυςθσ και παρουςιάςτθκαν πειραματικζσ μετριςεισ με ςκοπό τον 
ακριβι κακοριςμό του μεγζκουσ του. Τποςτθρίχκθκε θ άποψθ ότι ο υπολογιςμόσ του ςυντελεςτι 
ενιςχυμζνθσ διάχυςθσ με βάςθ τα αποτελζςματα του Taylor αναφζρεται για μόνιμθ τυρβϊδθ ροι, 
γεγονόσ που κακιςτά μθ αξιόπιςτα για τθ περίπτωςθ τθσ παλλόμενθσ ροισ, αφοφ οι κατανομζσ τθσ 
ταχφτθτασ διαφζρουν ςθμαντικά από τον τυπικό λογαρικμικό νόμο που ιςχφει ςε μόνιμεσ 
τυρβϊδεισ ροζσ και επίςθσ, ςτισ παλλόμενεσ ροζσ το ρευςτό αναμιγνφεται κατά τθν ακτινικι 
κατεφκυνςθ κατά τθ διάρκεια τθσ αντιςτροφισ τθσ ροισ. Κφριοσ ςκοπόσ τθσ εργαςίασ αναφζρεται 
ότι ιταν ο πειραματικόσ προςδιοριςμόσ του διαμικουσ ςυντελεςτι διαςποράσ αερίων ουςιϊν ςε 
γοργά ταλαντοφμενθ ροι και ο κακοριςμόσ τθσ εξάρτθςθσ του από το πλάτοσ και τθ ςυχνότθτα 
ταλάντωςθσ. ΢φμφωνα, με το προθγοφμενο μοντζλο (τφποσ 1) ο ςυντελεςτισ διαςποράσ κεωρείται 
ανεξάρτθτοσ τθσ ςυχνότθτασ, γεγονόσ που με βάςθ τα πειραματικά αποτελζςματα αποδείχκθκε μθ 
ανταποκρινόμενο ςτθν πραγματικότθτα . 
Οι Jaeger και Kurzweg αςχολικθκαν με μεγάλθσ ςυχνότθτασ ταλαντϊςεισ, υπό τθν ζννοια ότι ο 
αρικμόσ Womersley είναι πολφ μεγαλφτεροσ τθσ μονάδασ. Η πειραματικι διαδικαςία των 
μετριςεων τουσ αναλφεται παρακάτω. 
Πειραματική διαδικαςία των Jaeger και Kurzweg : 
Σο κφριο ρευςτό που χρθςιμοποίθςαν ιταν οξυγόνο ςε κακαρι μορφι και οι μετριςεισ αφοροφςαν 
τον τρόπο διαςποράσ του αηϊτου του αζρα του εργαςτθρίου μζςα ςτθ μάηα του οξυγόνου, θ οποία 
υποβλικθκε ςε ειδικοφ τφπου ταλαντωτικι ροι που περιγράφεται ςτθ ςυνζχεια. Για τισ μετριςεισ 
τουσ χρθςιμοποιικθκε θ διάταξθ του παρακάτω ςχιματοσ.  
 
Σχήμα: ΢υςκευή προςδιοριςμοφ τησ διαμήκουσ διάχυςησ. 
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΢τθν είςοδο του ςωλινα δεξιά, διοχετεφεται κακαρό οξυγόνο με ςτακερι παροχι όγκου, ενϊ θ 
ζξοδοσ του ςτα αριςτερά καταλιγει ςτον αζρα. Μετράται θ ςυγκζντρωςθ του αηϊτου ςε κάποια 
ςυγκεκριμζνθ απόςταςθ x από τθν ζξοδο του ςωλινα. Είναι φυςικό, μετά από κάποιο χρονικό 
διάςτθμα να μθν υπάρχει άηωτο μζςα ςτο ςωλινα, αφοφ «ξεπλφνεται» ςυνεχϊσ με κακαρό 
οξυγόνο, οπότε θ μετροφμενθ ςυγκζντρωςθ βρίςκεται ίςθ με μθδζν. 
΢τθ ςυνζχεια και ενϊ δε ςταματά θ ςτακερι παροχι οξυγόνου, τίκεται ςε λειτουργία θ αντλία 
ςτακερισ μετατόπιςθσ (ζμβολο που ταλαντϊνεται μεταξφ δφο ςτακερϊν κζςεων), θ οποία 
υποβάλλει μια θμιτονοειδϊσ μεταβαλλόμενθ πίεςθ ςτο οξυγόνο που βρίςκεται ςτο κάλαμο μίξθσ 
(mixing chamber)και ζτςι το οξυγόνο ταλαντϊνεται μζςα ςτο ςωλινα με ςυχνότθτα ίςθ με αυτι τθσ 
λειτουργίασ τθσ αντλίασ. Σο πλάτοσ τθσ ταλαντϊςεωσ του ρευςτοφ μζςα ςτο ςωλινα, που είναι το 
μιςό τθσ παλιρροιακισ μετατόπιςθσ (tidal displacement) θ οποία μετράται από ζνα ανεμόμετρο 
ςτθν ζξοδο του ςωλινα, ελζγχεται από τον ςφικτιρα που υπάρχει ςτθν είςοδο του ςωλινα, 
μεταβάλλοντασ ςτο ςθμείο εκείνο τθ διάμετρο του ςωλινα. Η ροι λοιπόν μζςα ςτο ςωλινα μπορεί 
λοιπόν να κεωρθκεί ωσ υπζρκεςθ δφο επιμζρουσ ροϊν, τθσ ςτακερισ παροχισ οξυγόνου και τθσ 
ταλαντωτικισ ροισ και των επακόλουκων φαινομζνων ακτινικισ μίξθσ κατά τθν αναςτροφι τθσ 
ροισ, τθν οποία κα προκαλοφςε το ζμβολο αν δεν υπιρχε θ ςτακερι παροχι οξυγόνου. 
Παρατθρικθκε ότι ενϊ κατά τθν μόνιμθ ροι οξυγόνου προσ τθν ζξοδο του ςωλινα απομακρφνκθκε 
το άηωτο, μζςα ςε μερικά δευτερόλεπτα από τθ ςτιγμι που τζκθκε ςε λειτουργία θ αντλία 
εμφανίςτθκε άηωτο κατά μικοσ του ςωλινα και φυςικά ςτο ςθμείο μζτρθςθσ παρόλο που κα 
περίμενε κανείσ να μθν ςυμβεί κάτι τζτοιο γιατί οι παλιρροιακζσ μετατοπίςεισ του ρευςτοφ 
ρυκμίςτθκαν να είναι μικρότερεσ από το μικοσ μεταξφ τθσ εξόδου και του ςθμείου μζτρθςθσ τθσ 
ςυγκζντρωςθσ του αηϊτου. 
Κατά ςυνζπεια, θ διαςπορά του αηϊτου μζχρι το ςθμείο μζτρθςθσ δεν οφείλεται ςε ςυναγωγι αλλά 
ςε κάποιο τρόπο διαςποράσ. 
Από τθ ςτιγμι που εμφανιηόταν άηωτο ςτο ςθμείο μζτρθςθσ, θ ςυγκζντρωςθ του αυξανόταν ζωσ μια 
ςτακερι τιμι. Η ςυγκζντρωςθ τθσ μόνιμθσ αυτισ κατάςταςθσ παρατθρικθκε ότι : 
 Αυξάνεται, όταν αυξάνεται θ ςυχνότθτα f και το πλάτοσ Δx/2 τθσ ταλάντωςθσ. 
 Μειϊνεται, όταν αυξθκεί θ παροχι κακαροφ οξυγόνου 
2OV

και θ απόςταςθ x του ςθμείου 
μετριςεωσ από τθν ζξοδο του ςωλινα, γεγονόσ που είναι αναμενόμενο. 
 Δεν υπάρχει μεταβολι τθσ ςυγκζντρωςθσ του αηϊτου κατά τθν ακτινικι διεφκυνςθ, δθλαδι 
υφίςταται μια ομοιόμορφθ κατανομι ςε κάκε διατομι ςτθ μόνιμθ κατάςτςθ. 
Οι Jaeger και Kurzweg, περιζγραψαν ποςοτικά το φαινόμενο, κεωρϊντασ ουςιαςτικά τα εξισ : 
 Ότι θ ροι είναι υπζρκεςθ των δφο προαναφερκζντων τφπων ροισ και ότι κατά τθ μεν πρϊτθ 
μεταφζρεται άηωτο προσ τθν ζξοδο ενϊ κατά τθν δεφτερθ δεν υφίςταται μεταφορά αηϊτου 
προσ οποιαδιποτε κατεφκυνςθ. 
 Ότι θ μεταφορά τθσ ουςίασ (άηωτο) προσ το ςθμείο μζτρθςθσ γίνεται με κάποιο τρόπο 
διαςποράσ κατά τον οποίο θ παροχι τθσ ποςοτικά μπορεί να εκφραςτεί από ζνα νόμο τθσ 
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μορφισ 
x
c
AD


 ,όπου Α είναι θ επιφάνεια διαμζςου τθσ οποίασ παρζχεται θ ουςία, από 
τθν περιοχι τθσ υψθλισ προσ τθν περιοχι τθσ χαμθλισ ςυγκζντρωςθσ. 
΢τθ προκειμζνθ περίπτωςθ, ο όγκοσ του αηϊτου που μεταφζρεται προσ τθν ζξοδο είναι 
2OVC

και θ 
διαςπορά του προσ τθν αντίκετθ κατεφκυνςθ είναι ίςθ με 
x
c
Da


 2 , που ςτθ μόνιμθ κατάςταςθ 
κα πρζπει να είναι ίςεσ. Όποτε, 
2
2
OVC
x
c
Da




  
Από όπου προκφπτει εφκολα με ολοκλιρωςθ ότι : 








C
C
a
Vx
D
o
O
ln2
2

 
Που είναι μια ςχζςθ με βάςθ τθν οποία μπορεί να γίνει ο υπολογιςμόσ του D από τισ πειραματικζσ 
μετριςεισ . 
Με βάςθ τα αποτελζςματα τθσ πειραματικισ ζρευνασ, οι Jaeger και Kurzweg, κεϊρθςαν ότι ο 
ςυντελεςτισ τθσ διαςποράσ D μπορεί να προκφψει από μια ςχζςθ τθσ μορφισ 
 mDvxfDD ,,, , γιατί : 
 Σα πειραματικά αποτελζςματα δείχνουν ότι το D εξαρτάται οπωςδιποτε από τθ ςυχνότθτα f 
και το Δx, αλλά πικανότατα όχι από τθν ακτίνα του ςωλινα 
 Ζκαναν τθν υπόκεςθ ότι το D μπορεί να εξαρτάται από τθν κινθματικι ςυνεκτικότθτα ν και 
το ςυντελεςτι μοριακισ διάχυςθσ Dm ,χωρίσ να τθν εξετάςουν πειραματικά. 
Η αδιάςτατθ ζκφραςθ τθσ  mDvxfDD ,,,  είναι θ 




 

v
fx
SF
D
D
m
2
, , όπου 
mD
v
S   είναι 
ο αρικμόσ Schmidt, θ οποία είναι μια ςχζςθ που διαφζρει από τισ εκφράςεισ του D που 
λαμβάνονται από τα κεωρθτικά αποτελζςματα του Chatwin για τθ παλλόμενθ ςτρωτι ροι κακϊσ 
και τθ κεωρία του Taylor για τθ μόνιμθ ςτρωτι ι τυρβϊδθ ροι και τα πειραματικά αποτελζςματα 
του Scherer et al. για καλϊσ αναμεμειγμζνθ ροι (τυρβϊδθ). ΢τθ περίπτωςθ που κεωριςει κανείσ ότι 
ο ςυντελεςτισ διαςποράσ εξαρτάται από τθν ακτίνα του ςωλινα είναι 
 aDvxfDD m ,,,, προκφπτει θ αδιάςτατθ μορφι 




 

a
x
v
fx
SF
D
D
m
,,
2
. Επιςθμαίνεται ότι 
τα αποτελζςματα προκφπτουν όταν ο αρικμόσ Womersley είναι πολφ μεγαλφτεροσ τθσ μονάδασ. Για 
παράδειγμα, οι μετριςεισ που παριςτάνονται με κφκλουσ ςτο παραπάνω διάγραμμα γίνονται με 
f=10.63Hz, v=0,16 cm2/sec , a=0.79cm οπότε 14.16v
a  .  
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Ο αρικμόσ Schmidt ςτθν περίπτωςθ των πειραμάτων είναι 74.0
mD
v
S  ,αλλά μονοςιμαντα 
κακοριςμζνοσ για όλεσ τισ μετριςεισ. Για το λόγο αυτό προςπάκθςαν μάλλον να κεωριςουν ότι θ 
ςυνάρτθςθ F ςτθ ςχζςθ 




 

v
fx
SF
D
D
m
2
, είναι θ απλοφςτερθ δυνατι, δθλαδι γραμμικι ωσ προσ 
τθν ανεξάρτθτθ μεταβλθτι και να τθν προςαρμόςουν ςτα πειραματικά τουσ αποτελζςματα. 
Θζλοντασ να προςδιορίςουν άμεςα το ποςοςτό αφξθςθσ του ςυντελεςτι διαςποράσ ωσ προσ το 
μζγεκοσ του ςυντελεςτι μοριακισ διάχυςθσ βρικαν ότι είναι δυνατό να προςαρμοςκεί με ςχετικι 
επιτυχία θ ζκφραςθ  
v
fx
D
D
m
2
075.01

 , ζχοντασ προφανϊσ τθ δυνατότθτα μεταβολισ μόνον 
του ςυντελεςτοφ αναλογίασ ςτο δεφτερο προςκετζο. Οι τιμζσ του 
mD
D
που μζτρθςαν κυμαίνονταν 
μεταξφ 300-8000. 
Οι Jaeger και Kurzweg επιχειροφν μια ποςοτικι ςφγκριςθ με τα αποτελζςματα του Taylor για 
τυρβϊδθ διαςπορά μόνιμθσ ροισ μζςα ςε ςωλινα, όπωσ δζχονται οι Slutsky et al. (βλ. παράγραφο 
1.1) με βάςθ τθ μζςθ τετραγωνικι τιμι τθσ ταχφτθτασ. Κατά Taylor είναι για τθ μόνιμθ τυρβϊδθ ροι 







molmol
eff
D
ud
K
D
D
11  εάν cReRe  , όπου Κ1 είναι μια αδιάςτατθ παράμετροσ τθσ τάξεωσ τθσ 
μονάδοσ και cRe είναι ο κρίςιμοσ αρικμόσ Reynolds μετά τον οποίο γίνεται θ μετάβαςθ ςτθν 
τυρβϊδθ ροι, που ςυνικωσ θ ελάχιςτθ τιμι του είναι 2300 για ροι ςε ςωλινα. 
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Η ςχζςθ αυτι μπορεί να γραφτεί ωσ Re1 1SK
D
D
mol
eff
 , οπότε με τθ χρθςιμοποίθςθ ενόσ effectiveRe  
που ορίηεται χρθςιμοποιϊντασ τθ μζςθ τετραγωνικι ταχφτθτα u  (χωρικά ςτακμιςμζνθ) τθσ 
ταλαντοφμενθσ ροισ 
v
u
a
v
ud rms
effective
uu m
2
ReRe     
Και προκφπτει ίςοσ με 
v
xf
aeffective

Re , ςυγκρίνουν τισ προβλζψεισ των δφο παρακάτω ςχζςεων : 
                                                       




 

v
xf
aSK
D
D
m
11   Taylor 
                                                       
v
fx
D
D
m
2
075.01

  Jaeger και Kurzweg 
 
Για 500250
Re
2000Re 
a
effective
effective  όπου θ ροι είναι τυρβϊδθσ ςφμφωνα με τουσ 
Merkli & Thomann (1975) και τον Sergeev (1966), οι Jaeger και Kurzweg αναφζρουν ότι βρζκθκε 
πειραματικά για f=10.63Hz και  a=0.79cm το 
mD
D
4800. 
Πάντωσ μπορεί να δει κανείσ ότι με τα δεδομζνα αυτά θ ςχζςθ παρεμβολισ που χρθςιμοποιοφν 
προβλζπει 
mD
D
7234 γιατί 
v
xf
a

=2000 cmx 1.38
63.1079.0
200016.0



 . 
Αντίκετα ςφμφωνα με τον Taylor για τον ίδιο αρικμό Reynolds προβλζπεται ότι 
mD
D
2100. 
Η αφξθςθ αυτι του D είναι μεγαλφτερθ κακϊσ και ο effectiveRe  αυξάνεται και κατά ςυνζπεια 
ςυμπεραίνουν  ότι θ διαςπορά υπό παλλόμενθ τυρβϊδθ ροι είναι πιο μεγάλθ ςε ςχζςθ με αυτιν 
που υφίςταται ςτισ μόνιμεσ τυρβϊδεισ ροζσ, γεγονόσ που μπορεί να δειχκεί και από τισ παραπάνω 
δφο ςχζςεισ. Πράγματι αν γραφοφν ωσ : 
                                                           Re1 1SK
D
D
m
        Taylor 
                                                        Re075.01
a
x
D
D
m

  Jaeger και Kurzweg 
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Για τα δεδομζνα τθσ πειραματικισ διαδικαςίασ προκφπτει ότι με ςτακερι ακτίνα και αυξανόμενο 
Re>2000 (effective) το SK
a
x
1075.0 

 . 
Σελικϊσ διατυπϊνουν τθν άποψθ ότι ο ακριβισ μθχανιςμόσ τθσ είναι άγνωςτοσ, αλλά πικανότθτα 
περιλαμβάνει φαινόμενα ζντονθσ διάχυςθσ μζςα των λεπτϊν οριακϊν ςτρωμάτων ςτα τοιχϊματα 
του ςωλινα που υπάρχουν ςτισ τυρβϊδεισ ροζσ. Η υπόκεςθ αυτι ενιςχφεται κατά τθ γνϊμθ τουσ 
από το γεγονόσ ότι θ παράμετροσ 
v
f
x  είναι ανάλογθ προσ το λόγο τθσ παλιρροιακισ 
μετατόπιςθσ προσ το πάχοσ του οριακοφ ςτρϊματοσ, δείχνοντασ μια πικανι ςυςχζτιςθ. 
 
1.3 Πειραματική μελζτη των Joshi et al. 
Joshi, C.H. Kamm, R.D. Drazen, J.M. Slutsky, A.S. J. Fluid Mech. 114,379 (1983) 
An experimental study of gas exchange in laminar oscillatory flow.  
Οι παραπάνω παρουςίαςαν τθν εργαςία τουσ παράλλθλα με τθ κεωρθτικι μελζτθ του Watson, με 
ςκοπό τθν πειραματικι επαλικευςθ των κεωρθτικϊν προβλζψεϊν του. Διεξιγαγαν πειράματα για 
τον κακοριςμό τθσ ενεργοφσ αξονικισ διαχυςιμότθτασ  ενόσ αερίου ρφπανςθσ (μεκάνιο) του 
ατμοςφαιρικοφ αζρα, μζςω ενόσ ςωλινα κυκλικισ διατομισ εςωτερικισ διαμζτρου 10mm και 
μικουσ 1.2m, όπου το μείγμα αζρασ-μεκάνιο υποβαλλόταν κυρίωσ ςε ταλαντωτικι ροι. Σα 
πειράματα τουσ είναι παρόμοια με το πείραμα των Jaeger και Kurzweg που παρουςιάςτθκε ςτθν 
προθγοφμενθ παράγραφο και επομζνωσ διαφζρουν από τθ κεωρθτικι μελζτθ του Watson ωσ προσ 
το γεγονόσ ότι θ ροι είναι υπζρκεςθ μιασ μονίμου και μιασ ταλαντωτικισ ροισ, όπωσ κα 
περιγραφοφν πλθρζςτερα κατωτζρω, όπωσ επίςθσ και ςτο γεγονόσ ότι υφίςταται και μια εξ’ 
ανϊςεωσ επαγόμενθ ροι εξαιτίασ των χωρικϊν μεταβολϊν τθσ πυκνότθτασ του αερίου μείγματοσ. 
Βρικαν όμωσ, ότι θ επίδραςθ των δφο αυτϊν διαφορϊν από το κεωρθτικό μοντζλο ροισ είναι 
αμελθτζα όςον αφορά τον τρόπο με τον οποίο τελικά διαςκορπίηεται το μεκάνιο μζςα ςτο μείγμα, ο 
οποίοσ περιγράφεται από τον ενεργό ςυντελεςτι διαχυςιμότθτασ . 
Πριν παρουςιαςτεί θ πειραματικι διαδικαςία που χρθςιμοποίθςαν , αναφζρονται οι 
ενδιαφζρουςεσ κεωρθτικζσ απόψεισ που παρουςιάηονται ςτθν ειςαγωγι τθσ εργαςίασ τουσ αφενόσ 
μεν για το φαινόμενο ςτθ μόνιμθ ροι και αφετζρου ςτθν ταλαντωτικι ροι. 
Μια ομοιόμορφθ ςυγκζντρωςθ ενόσ ςυςτατικοφ που είναι διαλυμζνο εντόσ ενόσ ρευςτοφ που ρζει 
μόνιμα και ςτρωτά μζςα ςε ζνα ςωλινα ομοιόμορφθσ κυκλικισ διατομισ (γενικότερα τυχαίασ 
διατομισ) εκτείνεται ςε μια αυξανόμενθ αξονικι απόςταςθ με ρυκμό που εξαρτάται από τθν 
αξονικι ςυναγωγι τθσ ουςίασ και τθν ακτινικι μοριακι διάχυςθ. ΢υγκεκριμζνα, τα αναλυτικά 
αποτελζςματα για τθν επαυξθμζνθ διάχυςθ ςτθ μόνιμθ ροι μποροφν να τεκοφν ςτθ μορφι ενόσ 
ενεργοφ ςυντελεςτι αξονικισ διάχυςθσ Κ (που περιλαμβάνει και τθν αξονικι μοριακι διάχυςθ), ο 
οποίοσ για χρόνουσ μεγαλφτερουσ από το χρόνο που απαιτείται για τθν ακτινικι μοριακι διάχυςθ 
ζχει τθ μορφι (Aris 1956) : 
Κ=κ(1+Rs) 
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Όπου το Rs ζχει δειχκεί από τον Taylor (1953) ότι είναι ίςο με : 
2
22
48
1

au
R Ss   
Όπου Su  θ μζςθ ταχφτθτα του ρευςτοφ, α θ ακτίνα του κυλινδρικοφ αγωγοφ και κ ο ςυντελεςτισ 
μοριακισ διάχυςθσ. 
Αυτόσ ο ςυνδυαςμόσ μθχανιςμϊν μεταφοράσ ονομάηεται επαυξθμζνθ διάχυςθ (augmented 
diffusion). Όπωσ υπονοείται από τον όρο αυτό, ο ρυκμόσ αξονικισ μεταφοράσ είναι μεγαλφτεροσ 
από αυτόν που κα περίμενε κανείσ αν υφίςταται μόνο μοριακι διάχυςθ. Αντίκετα, θ ακτινικι 
μοριακι διάχυςθ δρα για να μειϊςει τον κακαρό ρυκμό διαςποράσ από αυτόν που κα ςυνζβαινε αν 
υφίςταται μόνο ςυναγωγι, γεγονόσ που οφείλεται ςτθ μετανάςτευςθ των διαςκορπιηόμενων 
ςυςτατικϊν μεταξφ τθσ περιοχισ τθσ ταχείασ κινιςεωσ του ρευςτοφ, πλθςίον του άξονα του 
αγωγοφ, και των βραδζωσ κινοφμενων περιοχϊν πλθςίον του τοιχϊματοσ. Κατά ςυνζπεια θ 
διαςπορά που παρατθρείται ςτθ μόνιμθ ροι κα μποροφςε επίςθσ να περιγραφεί ωσ μειωμζνθ 
ςυναγωγικι μεταφορά λόγω διάχυςθσ (diffusion convective transport). 
Όςον αφορά το φαινόμενο τθσ επαυξθμζνθσ αξονικισ διαςποράσ ςε ταλαντωτικζσ ροζσ (shear 
augmented axial dispersion in oscillatory flows) οι μθχανιςμοί ςυναγωγισ και διάχυςθσ είναι όμοιοι 
με αυτοφσ τθσ μόνιμθσ ροισ, αλλά τα αποτελζςματα διαφζρουν ςθμαντικά γιατί τότε για πολφ 
μεγάλεσ ι πολφ μικρζσ τιμζσ τθσ αδιάςτατθσ ςυχνότθτασ (παραμζτρου του Womersley) θ αφξθςθ 
ςτθ διαςπορά γίνεται μθδενικι, αν όλεσ οι άλλεσ ςυνκικεσ παραμζνουν ςτακερζσ. Πάντοτε 
υποτίκεται ότι θ ακτινικι διάχυςθ γίνεται αρκετά γριγορα ϊςτε να φτάςει ςτθ μόνιμθ κατάςταςθ 
ςε χρόνο πολφ μικρότερο από το χρόνο που απαιτείται για τθ ςυναγωγι τθσ ουςίασ ςε απόςταςθ 
όςο το πλάτοσ τθσ ροισ (τυπικά: περίοδοσ τθσ ταλάντωςθσ). ΢θμειϊνεται ότι οι απόψεισ ςτο ςθμείο 
αυτό δεν είναι και πολφ ξεκάκαρεσ με τον τρόπο που διατυπϊνονται, γιατί αν ο όγκοσ εμβολιςμοφ 
παραμζνει ςτακερόσ για παράδειγμα, και θ παράμετροσ του Womersley αυξάνει τότε αυξάνεται 
κεωρθτικά (κατά Watson για τθ ςτρωτι ταλαντοφμενθ ροι) μζχρι το άπειρο το ποςοςτό αφξθςθσ 
του ςυντελεςτι επαυξθμζνθσ διάχυςθσ. Επίςθσ ακριβϊσ το ίδιο φαίνεται από τθ ςχζςθ  
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
 για τυρβϊδεισ ταλαντοφμενεσ ροζσ που εξιγαγαν πειραματικά οι Jaeger και 
Kurzweg, από όπου προκφπτει κακαρά ότι θ αφξθςθ τθσ ςυχνότθτασ ςυνεπάγεται άμεςθ επαφξθςθ 
τθσ διαςποράσ. Αντίκετα, αυτό που μάλλον φαίνεται να υποςτθρίηεται είναι το γεγονόσ ότι, όπωσ 
προκφπτει από τθ κεωρία του Watson και τθ ςχζςθ των Jaeger και Kurzweg, για ςτακερι κλίςθ 
πίεςθσ ο όγκοσ εμβολιςμοφ γίνεται μθδενικόσ (άρα και το Δx) ςε μεγάλεσ ςυχνότθτεσ και επομζνωσ 
0R , ενϊ για ςτακερό όγκο εμβολιςμοφ ςε μικρζσ ςυχνότθτεσ είναι επίςθσ 0R . 
Ο Watson ζδειξε ότι ςε ζνα μακρφ αγωγό ομοιόμορφθσ διατομισ, θ χρονικά μζςθ παροχι κάποιου 
ςυςτατικοφ που βρίςκεται διαλυμζνο μζςα ςε ζνα ταλαντοφμενο νευτϊνειο ρευςτό και του οποίου 
θ μζςθ κατανομι τθσ ςυγκζντρωςθσ είναι γραμμικι, διαμζςου μια ςτάςιμθσ διατομισ του αγωγοφ 
δίνεται από τθν : 
dx
d
Kqc

  
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Όπου   είναι θ χρονικά μζςθ τιμι τθσ ςυγκζντρωςθσ του ςυςτατικοφ επί μιασ διατομισ και το Κ 
είναι ο ενεργόσ ςυντελεςτισ αξονικισ διάχυςθσ για τθν ταλαντοφμενθ ροι, ο οποίοσ βρίςκεται από 
τισ ςχζςεισ : 
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Αναφζρεται ότι οι παραπάνω ςχζςεισ εφαρμόηονται αυςτθρά μόνο για τθν περίπτωςθ κακαρϊσ 
ταλαντοφμενθσ ροισ μζςα ςε ζνα απείρωσ μακρφ αγωγό με μόνιμεσ ςυνοριακζσ ςυνκικεσ και μετά 
από αρκετό χρόνο ϊςτε το φαινόμενο να φτάςει ςτθ μόνιμθ κατάςταςθ, όπου θ αξονικι κλίςθ (axial 
gradient) τθσ μζςθσ ςυγκζντρωςθσ   να είναι ςχεδόν γραμμικι (Smith 1982, Allen 1981). 
Παρατήρηςη : 
Κατά τθ κεωρία του Watson θ κατανομι τθσ μζςθσ τιμισ τθσ ςυγκζντρωςθσ πρζπει να είναι 
γραμμικι, δθλαδι θ αξονικι κλίςθ πρζπει να είναι ςτακερι όταν θ ροι είναι αμιγϊσ ταλαντωτικι. 
΢θμειϊνεται ότι ςτθν περίπτωςθ που υπερτίκεται και μόνιμθ ροι όπωσ κα δειχκεί παρακάτω, τότε 
κεωρθτικά θ μόνιμθ κατανομι τθσ ςυγκζντρωςθσ προκφπτει εκκετικισ μορφισ, αντίςτοιχα όπωσ και 
ςτο πείραμα των Jaeger και Kurzweg. Σονίηεται όμωσ ότι ςτα δφο αυτά άρκρα δεν παρουςιάηονται 
μετριςεισ τθσ ςυγκζντρωςθσ κατά μικοσ του αγωγοφ ςτθ μόνιμθ κατάςταςθ. 
Οι  Joshi, Kamm, Drazen, Slutsky  χρθςιμοποίθςαν τθ διάταξθ του παρακάτω ςχιματοσ όπου ςτο 
αριςτερό άκρο του διαφανοφσ quartz ςωλινα διοχετεφεται ομοιόμορφα και με ςτακερι παροχι 
μζςω κατάλλθλθσ ςυςκευισ το μεκάνιο, το οποίο ζχει ςυντελεςτι διάχυςθσ κ=0.17 cm2/sec . Η ζξοδοσ 
του ςωλινα, δθλαδι το δεξί άκρο, είναι ανοικτό ςτον ατμοςφαιρικό αζρα του εργαςτθρίου ςτον 
οποίο θ ςυγκζντρωςθ του μεκανίου είναι ςχεδόν μθδενικι. 
΢το αριςτερό άκρο του ςωλινα υπάρχει ο μθχανιςμόσ δθμιουργίασ ταλαντϊςεων αερίων (μεκανίου 
και αζρα) μζςα ςτο ςωλινα, που αποτελείται από ζνα κινθτιρα που οδθγεί ζνα πιςτόνι από 
γραφίτθ μζςα ςε ζνα γυάλινο κφλινδρο. Ο γυάλινοσ κφλινδροσ ςυνδζεται ςτο αριςτερό άκρο του 
ςωλινα με ζνα χωνί, ϊςτε θ ροι να προκφπτει κατά το δυνατόν ομοιόμορφθ. Οι  Joshi, Kamm, 
Drazen, Slutsky κεωροφν (όπωσ και οι Jaeger και Kurzweg) ότι θ ροι είναι υπζρκεςθ δφο επιμζρουσ 
ροϊν, μιασ μονίμου ροισ των αερίων μαηϊν προσ τθν ζξοδο του ςωλινα που οφείλεται ςτθ μόνιμθ 
ζγχυςθ μεκανίου ςτο αριςτερό άκρο του ςωλινα και τθσ ταλαντωτικισ ροισ που δθμιουργείται από 
το μθχανιςμό με το ζμβολο. Παρατθροφμε ότι ο τφποσ τθσ ροισ που χρθςιμοποιικθκε είναι ακριβϊσ 
ίδιοσ με τον τφπο τθσ ροισ ςτο πείραμα των Jaeger και Kurzweg. Η διαφορά των δφο πειραμάτων 
ζγκειται ςτο γεγονόσ ότι ςτο πείραμα των Jaeger και Kurzweg (τυρβϊδεισ ροζσ) το αζριο που 
ενδιαφζρει που είναι το άηωτο, δθλαδι ουςιαςτικά ο αζρασ, κινείται προσ το εςωτερικό του 
ςωλινα, ενϊ ςτθ περίπτωςθ των Joshi, Kamm, Drazen, Slutsky (ςτρωτζσ ροζσ) το αζριο που 
ενδιαφζρει, δθλαδι το μεκάνιο, κινείται προσ τθν ζξοδο. 
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Επομζνωσ κεωροφνται δφο ςυνιςτϊςεσ τθσ ταχφτθτασ : 
 Μια μζςθ τιμι ταχφτθτασ χωρικά ςτακμιςμζνθσ επί τθσ διατομισ και χρονικά ςτακμιςμζνθσ 
ςε μια περίοδο, από τα αριςτερά προσ τα δεξιά, που οφείλεται προφανϊσ ςτθ μόνιμθ  
παροχι του μεκανίου αφοφ θ ταλαντωτικι ροι ζχει αντίςτοιχθ μζςθ τιμι μθδζν. 
 ΢τθν περιοδικισ φφςθσ ταχφτθτασ τθσ ταλαντωτικισ ροισ που επάγεται από το ζμβολο. 
Ο άξονασ x λαμβάνεται κατά το μικοσ του ςωλινα με φορά προσ τθν ζξοδο του ςτον ατμοςφαιρικό 
αζρα. Προφανϊσ, οι ταλαντϊςεισ του μίγματοσ των αερίων κα πρζπει να ιταν μικρζσ ϊςτε θ 
διαφορά του μεκανίου προσ τθν ζξοδο του ςωλινα να μθν οφείλεται ςε καμία περίπτωςθ μόνο ςε 
ςυναγωγι αλλά ταυτόχρονα ςε ςυναγωγι εξαιτίασ τθσ μονίμου ροισ και ςε επαυξθμζνθ διάχυςθ. Η 
μζςθ παροχι του μεκανίου cq  λοιπόν μπορεί να γραφτεί ωσ εξισ : 
                                                              
dx
d
Kuqc

                                                               (1.3.1) 
Η οποία είναι μια παντελϊσ όμοια εξίςωςθ με αυτι που χρθςιμοποιοφν οι Jaeger και Kurzweg, μόνο 
που ςτθν περίπτωςθ του πειράματοσ τουσ αυτι είναι ίςθ με το μθδζν. Προφανϊσ, κα πρζπει να 
είναι κατά τα γνωςτά : 
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dt
d
A
dx
d
Ku
dx
d
dx
qd c   
Δθλαδι θ παροχι του μεκανίου είναι ςτακερι και ίςθ με αυτι ςτθν αριςτερι είςοδο του ςωλινα, 
αφοφ το φαινόμενο εξετάηεται ςτθ μόνιμθ κατάςταςθ. 
Οι Joshi, Kamm, Drazen, Slutsky φτάνουν ςτθν εξίςωςθ (1.3.1) με πιο αναλυτικό τρόπο ϊςτε να 
ςυςχετίςουν και τυπικά το αποτζλεςμα τουσ με τθ κεωρία του Watson. Ειδικότερα από αυτιν τθν 
άποψθ, είναι ςθμαντικι θ τελευταία πρόταςθ ςτθ ςελίδα 247 του περιοδικοφ, όπου διατυπϊνεται θ 
παρατιρθςθ ότι θ ανάλυςθ του Watson ιςχφει ανεξάρτθτα από το πϊσ θ ροι μεταβάλλεται με το 
χρόνο και πρζπει να αναφζρονται ςτθν παρατιρθςθ του Watson ότι θ μόνιμθ και θ ταλαντωτικι 
ροι δρουν κατά ζνα προςκετικό τρόπο όςον αφορά τθ διαςπορά του ςυςτατικοφ (βλ. κεφ.2 και 
άρκρο Watson ςελ 244). 
΢θμειϊνεται επίςθσ, ότι θ ολοκλιρωςθ τθσ (1.3.1) χρειάηεται προςοχι γιατί πρζπει να μθν 
χρθςιμοποιθκεί αρχικά θ οριακι ςυνκικθ ςτο αριςτερό άκρο του αγωγοφ uqc   (το   λαμβάνεται 
ωσ αδιάςτατθ ςυγκζντρωςθ δθλαδι ωσ ποςοςτό όγκου), αλλά μια αυκαίρετθ. Σελικϊσ, προκφπτει 
ότι αν είναι γνωςτι θ ςυγκζντρωςθ 1 ςε μια κζςθ x1 του αγωγοφ, τότε κα πρζπει ςτθ μόνιμθ 
κατάςταςθ θ ςυγκζντρωςθ να είναι : 
   








 11 exp11 xx
K
q
c  
Οπότε το Κ μπορεί να βρεκεί αν είναι γνωςτζσ οι ςυγκεντρϊςεισ ςε δφο ςθμεία του αγωγοφ. 
Η μζτρθςθ των ςυγκεντρϊςεων μεκανίου βαςίςτθκε ςτο φαινόμενο τθσ ζντονθσ 
απορροφθτικότθτασ του ςε ζνα οριςμζνο εφροσ θλεκτρομαγνθτικισ ακτινοβολίασ που παραγόταν 
από μια ςυςκευι Laser και θ οποία εξαςκενοφςε κακϊσ περνοφςε μζςα από το ρευςτό ανάλογα με 
τθ ςυγκζντρωςθ του μεκανίου που βριςκόταν ςτθ διαδρομι τθσ. 
Επειδι θ δζςμθ του Laser ζδινε κατά τον τρόπο αυτό το διαμετρικό μζςο όρο τθσ ςυγκζντρωςθσ, οι 
Joshi, Kamm, Drazen, Slutsky υπολόγιςαν από τα κεωρθτικά αποτελζςματα του Watson τα προφίλ 
κατανομισ τθσ ςυγκζντρωςθσ ςε διάφορεσ φάςεισ ϊςτε να κακορίςουν πικανό λάκοσ ςτισ 
μετριςεισ. Αποδείχκθκε ότι το κεωρθτικό λάκοσ ςτθ χειρότερθ των περιπτϊςεων ιταν γφρω ςτο 
5%. 
΢τα παρακάτω διαγράμματα φαίνονται οι πειραματικζσ μετριςεισ και οι αντίςτοιχεσ πειραματικζσ 
καμπφλεσ. Διαπιςτϊνεται ςυμφωνία με τθ κεωρία. Περαιτζρω διευκρινιςεισ δε δίνονται ςτο ςθμείο 
αυτό γιατί παρόμοια διαγράμματα (εκτόσ από το πρϊτο) υπολογίηονται ςτο κεφ.3. 
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1.4 Πειραματική μελζτη των Kurzweg, Howell και Jaeger. 
U.H. Kurzweg, G. Howell, M.J. Jaeger, Phys. Fluids 27, 1046 (1984) 
Enhanced dispersion in oscillatory flows 
 
Μετά τθ κεωρθτικι αντιμετϊπιςθ του Watson, οι Kurzweg, Howell, Jaeger δθμοςίευςαν μια νζα 
εργαςία με ςκοπό να ςυγκρίνουν τισ παλαιότερεσ, κακϊσ και τισ νζεσ μετριςεισ τουσ με τισ 
προβλζψεισ τθσ κεωρίασ. ΟΙ μετριςεισ ζγιναν για τυρβϊδεισ ταλαντωτικζσ ροζσ αλλά είχε ιδθ 
προτακεί ςτθν πρϊτθ τουσ εργαςία ότι θ διαςπορά οφειλόταν ςε ζνα μθχανιςμό που περιλαμβάνει 
φαινόμενα ζντονθσ διάχυςθσ μζςω των λεπτϊν οριακϊν ςτρωμάτων ςτα τοιχϊματα του ςωλινα 
που υπάρχουν ςε αυτοφ του τφπου τισ ροζσ. Η άποψθ αυτι προιλκε βαςικά από τισ ςθμαντικζσ 
διαφορζσ που παρατθρικθκαν κατά τθ ςφγκριςθ των αποτελεςμάτων τουσ με τισ προβλζψεισ του 
Taylor για τθ μόνιμθ τυρβϊδθ ροι προςαρμοςμζνεσ ςτθν ταλαντωτικι κίνθςθ. Επιπρόςκετα θ 
άποψθ τουσ αυτι ενιςχφκθκε από το γεγονόσ ότι προςαρμόςτθκε με ςχετικι επιτυχία θ ζκφραςθ  
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  ςτθν οποία θ κφρια παράμετροσ 
v
f
x είναι ανάλογθ προσ το λόγο τθσ 
παλιρροιακισ μετατόπιςθσ προσ το πάχοσ του οριακοφ ςτρϊματοσ όπου θ ροι είναι ςτρωτι, 
δείχνοντασ μια πικανι ςυςχζτιςθ. Σα αποτελζςματα δείχνονται ςυνολικά ςτο παρακάτω 
διάγραμμα. 
΢το διάγραμμα αυτό ςυγκρίνεται μια αδιάςτατθ παράμετροσ P=P(a,S), που υπολογίηεται με βάςθ 
τον πειραματικά μετροφμενο επαυξθμζνο ςυντελεςτι διάχυςθσ από τθ ςχζςθ : 
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Και τθσ οποίασ θ ζκφραςθ υπολογίηεται κεωρθτικά, με βάςθ τα αποτελζςματα του Watson. 
 
Οι πειραματικζσ και οι κεωρθτικζσ τιμζσ τθσ παραμζτρου για αρικμό Schmidt Sc=0.74 κρίνεται ότι 
ςυμφωνοφν μεταξφ τουσ, παρόλο που τα κεωρθτικά αποτελζςματα αναφζρονται ςε ςτρωτι ροι και 
τα πειραματικά ςε τυρβϊδθ, γεγονόσ που επιβεβαιϊνει τθν αρχικι υπόκεςθ ότι ο μθχανιςμόσ 
περιλαμβάνει κυρίωσ διαςπορά μζςω των οριακϊν ςτρωμάτων. 
 
Επίςθσ αναφζρεται ότι από μετριςεισ του ςυντελεςτι διαςποράσ ςε διακλαδϊμενα ςυςτιματα 
ςωλινων και ςτθν κοιλότθτα του βρογχικοφ δζντρου ςκφλων προκφπτει ότι το D εξαρτάται από το 
τετράγωνο τθσ παλιρροιακισ μετατόπιςθσ και τθν πρϊτθ δφναμθ τθσ ςυχνότθτασ, για αρικμοφσ 
Womersley ςτο διάςτθμα 5<α<12. Αυτό αποτελεί μια ζνδειξθ ότι θ διαδικαςία του μθχανικϊσ 
υποβοθκοφμενου υψθλισ ςυχνότθτασ αεριςμοφ του πνευμονικοφ ςυςτιματοσ μπορεί κατά ζνα 
μεγάλο μζροσ να οφείλεται ςε ζνα παρόμοιο μθχανιςμό ςτρωτισ διαςποράσ (laminar dispersion) και 
να μθν επθρεάηεται ςε ςθμαντικό βακμό από τισ ανωμαλίεσ τθσ ροισ ςτουσ κόμβουσ 
διακλαδϊςεων. 
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1.5  Πειραματική μελζτη του U.H Kurzweg. 
Enhanced heat conduction in oscillating viscous flows within parallel-plate channels,  
J. Fluid Mech (1985) vol 156, 291-300 
Είναι γνωςτό ότι για ςτρωτι ροι μζςα ςε τριχοειδείσ ςωλινεσ θ αξονικι διάχυςθ ουςιϊν ςε μόνιμθ 
αλλά και ταλαντοφμενθ ροι (Taylor 1953, Aris 1956, Chatwin 1975, Jaeger 1983, Watson 1983, Joshi 
1983) είναι ςθμαντικά μεγαλφτερθ ςε ςχζςθ με τθν απουςία ροισ. Αυτι θ ενιςχυμζνθ μεταφορά 
προκφπτει από τθν αλλθλεπίδραςθ του ακτινικά εξαρτϊμενου αξονικοφ προφίλ ταχφτθτασ και του 
αντίςτοιχα ακτινικά διαφορετικοφ προφίλ ςυγκζντρωςθσ και μποροφν να οδθγιςουν ςε 
μεγαλφτερθσ τάξθσ μεγζκουσ ςυντελεςτι ενεργοφ αξονικισ  διάχυςθσ από τθν αντίςτοιχθ τιμι του 
ςυντελεςτι μοριακισ διάχυςθσ. Ο Kurzweg  ςε παλαιότερθ εργαςία του (1983) είχε προτείνει πωσ 
παρόμοια διαδικαςία διαςποράσ κα πρζπει να ιςχφει και ςτθ μεταφορά κερμότθτασ λόγω τθσ 
ομοιότθτασ των εξιςϊςεων τθσ διάχυςθσ και τθσ κερμικισ αγωγιμότθτασ. Πράγματι, με εξαίρεςθ 
κάποιεσ πιο ςφνκετεσ οριακζσ ςυνκικεσ ςτο πρόβλθμα μεταφοράσ κερμότθτασ, τα αποτελζςματα 
του προβλιματοσ τθσ διάχυςθσ ουςιϊν είναι άμεςα εφαρμόςιμα. Η μελζτθ περιορίηεται αυςτθρά 
ςτθ ταλαντοφμενθ ροι μεταξφ παραλλιλων πλακϊν, αλλά ςε αντίκεςθ με τισ προθγοφμενεσ μελζτεσ 
δεν κζτει περιοριςμοφσ για τθ ςυχνότθτα ταλάντωςθσ ι τθν αγωγιμότθτα των τοιχωμάτων. ΢τόχοσ 
τθσ μελζτθσ είναι ο κακοριςμόσ τθσ ενιςχυμζνθσ αξονικισ κερμικισ διαχυςιμότθτασ ςαν ςυνάρτθςθ 
του αδιάςτατου αρικμοφ Womersley και του αρικμοφ Prandlt του ρευςτοφ και τθσ αναλογίασ του 
ρευςτοφ προσ τθν αγωγιμότθτα των τοιχωμάτων. 
 
 
1.6 Πειραματική μελζτη των A.A. Lambert, S. Cuevas, J.A. del Rio, M. Lςpez 
de Haro.  
Heat transfer enhancement in oscillatory flows of Newtonian and viscoelastic fluids. International 
Journal of Heat and Mass Transfer 52 (2009) 5472–5478. 
 
Ανάμεςα ςτισ διάφορεσ μεκόδουσ απορρόφθςθσ, θ χριςθσ ταλαντοφμενθσ ροισ χρίηει ιδιαίτερθσ 
ςθμαςίασ. Ζχει διαπιςτωκεί πωσ θ φπαρξθ μιασ ταλαντοφμενθσ ροισ μπορεί να βελτιϊςει μια 
δεδομζνθ διαδικαςία μεταφοράσ. Για παράδειγμα θ αξονικι διαςπορά ουςιϊν για ςτρωτι 
ταλαντοφμενθ ροι εντόσ τριχοειδϊν αγωγϊν  είναι ςθμαντικά μεγαλφτερθ από εκείνθ που 
προκφπτει από κακαρι μοριακι διάχυςθ ςε περίπτωςθ απουςίασ τθσ ροισ. Επιπλζον, ότι θ 
δυναμικι διαπερατότθτα του ιξωδοελαςτικοφ ρευςτοφ που ρζει μζςα ςε αγωγό μπορεί να 
ενιςχυκεί ςθμαντικά για ςυγκεκριμζνεσ ςυχνότθτεσ ςυντονιςμοφ ταλάντωςθσ.  Άρα μπορεί να 
επιτευχκεί βελτιωμζνθ ταχφτθτα ροισ υπό οριςμζνεσ ςυνκικεσ. Λόγω τθσ αναλογίασ μεταξφ 
κερμότθτασ και μεταφοράσ μάηασ, ζχει διαπιςτωκεί από τον Kurzweg ότι ςε μθδενικι μζςθ 
ταλάντωςθ ροισ νευτϊνειου ρευςτοφ ςε αγωγό που ςυνδζει δφο δεξαμενζσ ρευςτοφ ςε 
διαφορετικζσ κερμοκραςίεσ, θ ενεργι κερμικι διαχυτότθτα φτάνει ςε ζνα μζγιςτο για ςυγκεκριμζνθ 
ςυχνότθτα ταλάντωςθσ. Αυτό οδθγεί ςε ενιςχυμζνθ διαμικθ μεταφορά κερμότθτασ, θ οποία δε 
περιλαμβάνει κακαρι μεταφορά μάηασ όςο θ ροι παραμζνει ςτρωτι. Λόγω τθσ παρουςίασ 
διαμικουσ κλίςθσ τθσ κερμοκραςίασ θ απορρόφθςθ προκφπτει από το ςυνδυαςμό δφο μθχανιςμϊν 
μεταφοράσ κερμικισ ενζργειασ, τθσ μεταφοράσ λόγω πλευρικισ διάχυςθσ ςτα οριακά ςτρϊματα και 
τα τοιχϊματα και τθσ μεταφοράσ λόγω περιοδικισ διαμικουσ ςυναγωγισ. Αυτό μπορεί να οδθγιςει 
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ςε ςθμαντικι αφξθςθ τθσ ικανότθτασ του ρευςτοφ για διαμικθ μεταφορά κερμότθτασ, όταν 
επιτυγχάνονται ςυγκεκριμζνεσ ςυνκικεσ. Σα ςθμαντικότερα χαρακτθριςτικά αυτισ τθσ μεκόδου 
μεταφοράσ κερμότθτασ διατθροφνται με τθν προχπόκεςθ ότι θ ροι είναι αυςτθρά ςτρωτι και κατά 
ςυνζπεια εφαρμόηεται και για ροζσ με μικρό αρικμό Reynolds. Μια ςθμαντικι παρατιρθςθ τθσ 
μελζτθσ αυτισ είναι πωσ οι ροζσ με υψθλζσ ςυχνότθτεσ και μικροφσ αρικμοφσ Reynolds μποροφν να 
χαρακτθριςτοφν ρεολογικζσ. Η μελζτθ των A.A. Lambert, S. Cuevas, J.A. del Rio, M. Lςpez de Haro 
γενικεφει τθν μελζτθ του Kurzweg (παρ. 1.5)με δφο τρόπουσ. Πρϊτα, παρζχοντασ αναλυτικι λφςθ 
για τθ κερμοκραςία του ρευςτοφ μζςα ςε κυλινδρικό αγωγό με μονωμζνα τοιχϊματα, που μπορεί 
να εφαρμοςτεί τόςα για νευτϊνεια ρευςτά όςο και για το ρευςτό του Maxwell για ταλαντοφμενεσ 
ροζσ και με μικρζσ τροποποιιςεισ μπορεί να εφαρμοςτεί ςε μια ποικιλία ιξωδοελαςτικϊν ρευςτϊν 
λόγω του προτεινόμενου γραμμικοφ ςυςτιματοσ. Δεφτερον, χρθςιμοποιϊντασ τα αναλυτικά προφίλ 
τθσ ταχφτθτασ και τθσ κερμοκραςίασ του ρευςτοφ υπολογίηουν μια ρθτι ζκφραςθ τθσ ενεργισ 
κερμικισ διαχυςιμότθτασ για το ρευςτό του Maxwell και διερευνοφν τθ ςυμπεριφορά τθσ για ζνα 
ευρφ φάςμα αρικμϊν Womersley και Pradlt. Η ανάλυςθ τθσ ενεργισ κερμικισ διαχυςιμότθτασ δίνει 
τθν δυνατότθτα να αποδείξει τθν φπαρξθ πολλαπλϊν ςυχνοτιτων ςυντονιςμοφ για μεταφορά 
κερμότθτασ ταλαντοφμενων ιξωδοελαςτικϊν ρευςτϊν. Σα αποτελζςματα τθσ μελζτθσ δείχνουν πωσ 
όταν ο χρόνοσ χαλάρωςθσ τείνει ςτο μθδζν, τα αποτελζςματα ςυμφωνοφν με αυτά τθσ μελζτθσ του 
Kurzweg. Μάλιςτα επζκτειναν τθν μελζτθ του Kurzweg δίνοντασ αναλυτικά αποτελζςματα για κάκε 
γινόμενο του τετραγϊνου του αρικμοφ Womersley επί τον αρικμό Pradlt, λογαριάηοντασ επίςθσ τισ 
ιξωδοελαςτικζσ ιδιότθτεσ του ρευςτοφ του Maxwell, οδθγϊντασ ςε ενδιαφζροντα χαρακτθριςτικά 
που δεν ςυναντϊνται ςτα νευτϊνεια ρευςτά. Ειδικότερα για αρκετζσ ςυχνότθτεσ υπάρχει ςθμαντικι 
βελτίωςθ τθσ ενεργισ κερμικισ διαχυςιμότθτασ όταν χρθςιμοποιείται ιξωδοελαςτικό ρευςτό. ΢τθ 
περίπτωςθ αυτι εκτόσ από τθν εξάρτθςθ από τουσ αρικμοφσ Womersley  και Pradlt υπάρχει 
εξάρτθςθ και από τον αρικμό Deborah (αρικμόσ ελαςτικότθτασ). Η μζγιςτθ τιμι τθσ ενεργισ 
κερμικισ διαχυςιμότθτασ ωσ ςυνάρτθςθ του αρικμοφ Womersley μπορεί να είναι μεγαλφτερθ από 
εκείνθ για νευτϊνειο ρευςτό για τον ίδιο αρικμό Pradlt. Βλζπουμε λοιπόν πωσ όςο μεγαλφτεροσ 
είναι ο αρικμόσ Deborah τόςο μεγαλφτερο είναι το μζγιςτο.   
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2 
Εξαναγκαςμζνη διάχυςη ςε μόνιμη και ταλαντοφμενη ροή 
νευτϊνειου ρευςτοφ μεταξφ ςε αγωγοφσ. 
 
2.1 Θεωρία του Taylor. 
Η μελζτθ του φαινομζνου του διαςκορπιςμοφ μιασ διαλυτισ ουςίασ μζςα ςε ζνα ρευςτό μζςο 
εμπίπτει ςτο γενικότερο πρόβλθμα τθσ ανάμειξθσ ρευςτϊν και ουςιϊν. Ζνα από τα φαινόμενα είναι 
αυτό που παρατιρθςε πειραματικά ο Griffiths και εξιγθςε κεωρθτικά ο Taylor. Η κεωρία του Taylor 
είναι εξαιρετικά ενδιαφζρουςα από μακθματικισ απόψεωσ και για το λόγο αυτό κζντριςε το 
ενδιαφζρον πολλϊν ερευνθτϊν, με ςυνζπεια να δθμοςιευτεί ςτθ ςυνζχεια μια πλθκϊρα εργαςιϊν 
ςχετικά με το ςυγκεκριμζνο πρόβλθμα. 
Περιγραφή του φαινομζνου : 
Αν ςε ρευςτό που ρζει μζςα ςε ςωλινα μικρισ διατομισ με μικρι ταχφτθτα βρίςκεται διαλυμζνθ 
μια «ςτιλθ» ουςίασ (π.χ. άλασ, χρωςτικι), τότε θ ςτιλθ τθσ ουςίασ κινείται ςα ςτερεό με τθ μζςθ 
ταχφτθτα τθσ ροισ και διαχζεται ςυμμετρικά κατά τθν αξονικι κατεφκυνςθ. 
Σο φαινόμενο αυτό παρατθρικθκε πρϊτθ φορά από τον Griffiths ςε πειράματα που διεξιγαγε για 
τον προςδιοριςμό του ιξϊδουσ του νεροφ ςε πολφ μικρζσ ταχφτθτεσ ροισ μζςα ςε τριχοειδικό 
ςωλινα. Σοποκετοφςε μια ςταγόνα φκορίηουςασ ουςίασ ςτο ρευςτό με αποτζλεςμα να απλϊνεται 
κατά ζνα ςυμμετρικό γφρω από ζνα ςθμείο που κινείται με τθ μζςθ ταχφτθτα του νεροφ. Για τθν 
εξιγθςθ του φαινομζνου χρθςιμοποίθςε τα εξισ επιχειριματα : 
 Μπορεί εφκολα να δειχκεί ότι εάν θ ζνταςθ του χρϊματοσ ιταν ςτακερι ςε μια διατομι του 
ςωλινα, τότε το χρϊμα κα διερχόταν κατά μικοσ του ςωλινα, ακριβϊσ ςαν το νερό να 
ταξίδευε ωσ ςτερεά ςτιλθ, με άλλα λόγια ο διαςκορπιςμόσ τθσ ουςίασ οφείλεται μόνο ςτθ 
μοριακι διάχυςθ. 
 Αν υποκζςουμε  ότι παρζχουμε νερό ςτο ςωλινα με ςτακερό ρυκμό και για κάποιο χρονικό 
διάςτθμα αντικακιςτοφμε το νερό με διάλυμα τθσ χρωςτικισ φκορίηουςασ ουςίασ, τότε θ 
ςτιλθ τθσ χρωςτικισ φκορίηουςασ ουςίασ που κινείται με ςτακερι και μικρι ταχφτθτα κα 
αυξάνει ςε μικοσ αργά, εξαιτίασ τθσ αξονικισ διάχυςθσ και είναι φανερό ότι το κζντρο τθσ 
ςτιλθσ κα κινείται με τθ μζςθ ταχφτθτα του ρευςτοφ. 
Όπωσ πρϊτοσ παρατιρθςε ο Taylor τα επιχειριματα αυτά δεν ευςτακοφν γιατί θ κατανομι τθσ 
ταχφτθτασ του κάκε ιξϊδεσ ρευςτοφ (ςτθ ςυγκεκριμζνθ περίπτωςθ νερό) είναι παραβολικι. Κατά 
ςυνζπεια, επειδι θ ταχφτθτα ςτο κζντρο του αγωγοφ είναι διπλάςια από τθ μζςθ ταχφτθτα του 
ρευςτοφ με τθν οποία κινείται θ «ςτιλθ» τθσ ουςίασ κα πρζπει το κακαρό νερό που βρίςκεται πριν 
από τθ ςτιλθ να ειςχωρεί ςε αυτι και ςτθ ςυνζχεια να εξζρχεται, οπότε όταν κα βρίςκεται μζςα ςτθ 
ςτιλθ αρχικά κα πρζπει να χρωματίηεται και ςτθ ςυνζχεια να αποχρωματίηεται. Σο γεγονόσ αυτό 
πράγματι ςυμβαίνει, είναι αξιοςθμείωτο, όπωσ επίςθσ και το ότι θ ουςία διαςκορπίηεται 
ςυμμετρικά γφρω από ζνα ςθμείο που κινείται με τθ μζςθ ταχφτθτα του νεροφ. 
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Ο Taylor απζδειξε μζςω ενόσ μακθματικοφ μοντζλου ότι το φαινόμενο μπορεί να εξθγθκεί χωρίσ να 
είναι αναγκαία θ υπόκεςθ τθσ αξονικισ διάχυςθσ, αν κεωρθκεί ότι θ διαςπορά τθσ οφείλεται 
κυρίωσ ςτθ ςυνδυαςμζνθ δράςθ δφο μθχανιςμϊν : 
i. Αξονικισ ςυναγωγισ τθσ ουςίασ εξαιτίασ τθσ ροισ και  
ii. Μοριακισ διάχυςθσ τθσ ουςίασ κατά τθν ακτινικι κατεφκυνςθ. 
Επίςθσ ζδειξε ότι θ διαςπορά τθσ ουςίασ, δθλαδι το άπλωμα τθσ γφρω από το ςθμείο ΢, είναι 
μεγαλφτερθ από αυτι που κα υπιρχε αν οφειλόταν μόνο ςτθ μοριακι διάχυςθ κατά τθν αξονικι 
κατεφκυνςθ, δθλαδι αν το ρευςτό κινοφταν ωσ ςτερεά ςτιλθ και ότι το μζγεκοσ τθσ είναι δυνατόν 
να περιγραφεί μζςω ενόσ εικονικοφ ςυντελεςτι διαχυςιμότθτασ (virtual coefficient of diffusivity), ο 
οποίοσ μπορεί να προςδιοριςτεί από πειραματικζσ μετριςεισ. Επομζνωσ, τα αποτελζςματα τθσ 
εργαςίασ του Griffiths για τον προςδιοριςμό του ιξϊδουσ του νεροφ ιταν οπωςδιποτε λανκαςμζνα. 
Η θεωρία του Taylor : 
Η κεωρθτικι ανάλυςθ του Taylor ςυςχετίηει τθ διαμικθ διαχυςιμότθτα με το ςυντελεςτι μοριακισ 
διάχυςθσ. Κατά ςυνζπεια είναι δυνατόν να προςδιοριςτεί πειραματικά ο ςυντελεςτισ μοριακισ 
διάχυςθσ με βάςθ αυτό το φαινόμενο γεγονόσ που εκμεταλλεφτθκε ο Taylor για να διαπιςτϊςει τθν 
ορκότθτα τθσ κεωρίασ του. ΢τα πειράματα που διεξιγαγε ο Taylor χρθςιμοποιικθκε υπερμαγγανικό 
κάλιο (KMnO4), που είναι ουδζτερο άλασ και τα αποτελζςματα επιβεβαίωςαν τθ κεωρία του. 
΢θμειϊνεται ότι ςτθν εργαςία του αυτι πρότεινε ότι τα αποτελζςματα μπορεί να είναι χριςιμα ςε 
φυςιολόγουσ που μπορεί να επικυμοφν να γνωρίηουν πωσ μια διαλυμζνθ ουςία διαςκορπίηεται ςε 
ροζσ αίματοσ. ΢τθ ςυνζχεια κα παρουςιαςτεί το μακθματικό μοντζλο του Taylor με τρόπο ϊςτε να 
γίνει φανερι θ ςυςχζτιςθ του με τθ κεωρία του Watson, θ οποία αναλφεται ςτθν επόμενθ 
παράγραφο, τθσ οποίασ άλλωςτε αποτελεί ειδικι περίπτωςθ. 
 
Σχήμα: ΢χηματική παράςταςη αγωγοφ ςταθερήσ διατομήσ S 
Οι εξιςϊςεισ του προβλιματοσ για διαμορφωμζνθ ροι ςε αγωγό ςτακερισ διατομισ  S είναι οι εξισ: 
2 1   
 
w p
v w
t z
       ςτο S      με    , , , 0, ,   w w x y t w x y B            (2.1.1) 
2    
 
w
t z
 
            ςτο  S  με    , , , , 0, , ,

   

x y z t x y z B
n

                  (2.1.2) 
Όπου S  θ διατομι του αγωγοφ και B θ περίμετροσ τθσ διατομισ. 
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΢τθ παροφςα περίπτωςθ το 


p
z
 δεν είναι ςυνάρτθςθ του χρόνου αλλά μια ςτακερά, αφοφ θ ροι 
είναι μόνιμθ. Η λφςθ λοιπόν τθσ πρϊτθσ εξίςωςθσ είναι θ γνωςτι παραβολικι κατανομι τθσ ροισ 
Poiseuille ςε κυλινδρικό αγωγό : 
                                                               
 2 2
2
2 
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w a r
w r
a
                                                     (2.1.3) 
Όπου w είναι θ μζςθ ταχφτθτα του ρευςτοφ, a  θ ακτίνα του αγωγοφ και r θ ακτίνα ςτθν οποία 
υπολογίηεται θ ταχφτθτα. 
Η εξίςωςθ (2.1.2) ςε κυλινδρικό ςφςτθμα ςυντεταγμζνων γράφεται ωσ : 
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                            (2.1.4) 
Αν δεν υφίςταται μοριακι διάχυςθ, δθλαδι 0 , τότε θ παραπάνω εξίςωςθ γίνεται θ 
απλοφςτερθ εξίςωςθ υπερβολικοφ τφπου : 
                                                                      0
t






z
w

                                                       (2.1.5)               
θ οποία ωσ γνωςτό δζχεται λφςεισ τθσ μορφισ  wtz   που ςτθ ςυγκεκριμζνθ περίπτωςθ 
ζχουν ωσ παράμετρο τθν ακτίνα r. Ο Taylor εξζταςε αυτό το πρόβλθμα που αφορά μόνο ςυναγωγι 
τθσ ουςίασ από το ρευςτό βρίςκοντασ τον τρόπο με τον οποίο μεταβάλλεται θ κατανομι τθσ μζςθσ 
ςυγκζντρωςθσ επί διατομισ του κατά μικοσ του αγωγοφ και με το πζραςμα του χρόνου, για 
διάφορεσ περιπτϊςεισ αρχικϊν κατανομϊν όπωσ φαίνεται ςτο ακόλουκο ςχιμα. Όπωσ προκφπτει 
από τθ μια τζτοια μελζτθ, θ μζςθ ςυγκζντρωςθ επί τθσ διατομισ μιασ αρχικισ ομοιόμορφθσ ςτιλθσ 
ουςίασ μικουσ Χ μετατοπίηεται προσ τα κατάντι τθσ ροισ με τθ μζςθ ταχφτθτα και ταυτόχρονα 
απλϊνεται ςυμμετρικά γφρω από το μζςο τθσ. 
΢τθ ςυνζχεια ζκανε δφο υποκζςεισ για να μπορζςει να φκάςει ςε μια λφςθ του προβλιματοσ όταν 
υφίςταται και θ μοριακι διάχυςθ. Κατά πρϊτον κεϊρθςε ότι θ αξονικι μεταφορά τθσ ουςίασ 
οφείλεται κυρίωσ ςτθ ςυναγωγι και όχι ςτθν αξονικι διάχυςθ και δεφτερον ότι θ κατανομι τθσ 
ςυγκζντρωςθσ επί μιασ διατομισ γίνεται ομοιόμορφθ πολφ γρθγορότερα από το χρόνο που 
απαιτείται για να προκλθκοφν ςθμαντικζσ μεταβολζσ τθσ εξαιτίασ τθσ ςυναγωγισ, που όμωσ 
φαίνεται από το διάγραμμα Α3 του ακόλουκου ςχιματοσ , είναι τθσ τάξθσ του 
ou
L
 όπου L  είναι το 
μικοσ τθσ ςτιλθσ (Χ) και uo θ μζγιςτθ ταχφτθτα του ρευςτοφ. 
Από μακθματικισ απόψεωσ θ πρϊτθ υπόκεςθ επιβάλλει ότι 0
2
2



z

οπότε θ (2.1.4) παίρνει τθ 
μορφι : 
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                                        (2.1.6) 
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Η δεφτερθ υπόκεςθ εκφράηεται με το γεγονόσ ότι ο χρόνοσ 
ou
L
είναι πολφ μεγαλφτεροσ από το 
χρόνο που απαιτείται για τθν εξάλειψθ των ανομοιομορφιϊν τθσ ςυγκζντρωςθσ επί μιασ διατομισ, 
τον οποίο ο Taylor εκτιμά επιλφοντασ τθ διαφορικι εξίςωςθ κζτοντασ τον ςυναγωγικό όρο 
0


z
w

και επιβάλλει ότι θ ςυγκζντρωςθ ςε μια διατομι φκάνει ςτθ μόνιμθ κατάςταςθ πολφ 
γριγορα όπου 
 
0
,



t
tr
δθλαδι ότι  r  . 
Σελικά, κεωρεί τθ διαςπορά τθσ ουςίασ ςε ζνα κινοφμενο με τθ μζςθ ταχφτθτα τθσ ροισ ςφςτθμα 
ςυντεταγμζνων  1  z z wt , όπου θ (2.1.6) γράφεται : 
                                                   
1
    
    
    
w r w r
t z r r r
   
                                     (2.1.7) 
και εξαιτίασ τθσ δεφτερθσ υπόκεςθσ κζτει 0


t

 και ότι 
1z

= ςτακ. δθλαδι θ εξίςωςθ γίνεται : 
                                                   
1
   
   
   
w r w r
z r r r
  
,              
1
.


z

         (2.1.8) 
Αυτι θ διαδικαςία μπορεί να κεωρθκεί ότι ςτθν ουςία βαςίηεται ςτθν αναηιτθςθ λφςεων τθσ 
μορφισ  trz ,,1  που εκφράηουν το γεγονόσ ότι θ ουςία ςυνεπάγεται  1z  , ςυμμετρικά 
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περί τον άξονα του ςωλινα  r  και μεταβάλλεται με το χρόνο  t  . Πραγματικά, 
αντικακιςτϊντασ ςτθν εξίςωςθ (2.1.6) προκφπτει θ εξίςωςθ (2.1.7). Εξαιτίασ του ότι θ ακτινικι 
διάχυςθ λοιπόν γίνεται πολφ γριγορα, κζτει τθ μερικι παράγωγο ωσ προσ το χρόνο ίςθ με το μθδζν. 
Επιπλζον, θ κλίςθ τθσ ςυγκζντρωςθσ μπορεί να κεωρθκεί ωσ ςτακερά 
1z

= ςτακ. ςε όλθ τθ 
διατομι, δθλαδι ανεξάρτθτθ του r. 
H λφςθ τθσ εξίςωςθσ (2.1.8) βρίςκεται ίςθ με 1
1
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z
z
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όπου 
1z
 είναι θ τιμι 
τθσ ςυγκζντρωςθσ του ςυςτατικοφ επί τθσ τομισ του άξονα του αγωγοφ με τθν κινοφμενθ διατομι 
και επομζνωσ είναι τθσ μορφισ που αναμζνεται, δθλαδι  rz ,1  . 
΢τθ ςυνζχεια, ο Taylor υπολογίηει τθν παροχι τθσ ουςίασ μζςα από τθ διατομι z1 θ οποία βρίςκεται 
ίςθ με : 
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και κεωρεί ότι 
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1
zz
mz
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
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 όπου m  είναι θ μζςθ ςυγκζντρωςθ επί τθσ διατομισ. 
Αφοφ θ μεταβολι τθσ παροχισ μεταξφ δφο κινοφμενων επιπζδων z1 και z1 + dz1 δίνει τθν αφξθςθ τθσ 
ςυγκζντρωςθσ του ςυςτατικοφ ςτο μεταξφ τουσ χϊρο κα είναι 
t
A
z
Q m




 
1
. 
Καταλιγει λοιπόν ςτο ςυμπζραςμα ότι θ μζςθ ςυγκζντρωςθ διαςκορπίηεται ςε ςχζςθ με ζνα 
επίπεδο που κινείται με τθ μζςθ ταχφτθτα τθσ ροισ ςαν να διαχζεται με μια διαδικαςία που 
ικανοποιεί τον ίδιο νόμο όπωσ και θ μοριακι διάχυςθ, δθλαδι τθν εξίςωςθ : 
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                                                       (2.1.9) 
αλλά με ζνα ςυντελεςτι διάχυςθσ ίςο με 
2 2
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 eff
a w
K D

 . Είναι λοιπόν s
eff
R
D


όπου 
2 2
2
1
48
s
w a
R

και  είναι ο ςυντελεςτισ τθσ μοριακισ διάχυςθσ. 
Επομζνωσ μπορεί να δει κανείσ ότι το αποτζλεςμα του μπορεί να τεκεί ςτθ ςυνικωσ 
χρθςιμοποιοφμενθ μορφι  seff RD  1  για τθν περίπτωςθ που υπάρχει ταυτόχρονα και μια 
μζςθ κλίςθ τθσ ςυγκζντρωςθσ του ςυςτατικοφ κατά το μικοσ του ςωλινα (προςκζτουμε τθ 
ςυνειςφορά τθσ διαμικουσ μοριακισ διάχυςθσ). 
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Ουςιαςτικά, φαίνεται λοιπόν ότι θ ουςία τθσ κεωρίασ του Taylor είναι θ πρόβλεψθ του 
μετακινοφμενου κφματοσ τθσ ουςίασ όπωσ αυτό αναπαρίςταται από τθ μζςθ τιμι τθσ ςυγκζντρωςθσ 
τθσ επί τθσ εγκάρςιασ διατομισ του αγωγοφ. Επίςθσ φαίνεται από τθ ςχζςθ  
2 2
48
eff
a w
K D

   
ότι θ εξομάλυνςθ του κφματοσ τθσ μζςθσ τιμισ τθσ ςυγκζντρωςθσ ςτισ δφο περιοχζσ που αυτι ζχει 
ςτακερι κλίςθ όταν απλά ςυνεπάγεται, είναι τόςο μικρότερθ όςο ο ςυντελεςτισ μοριακισ διάχυςθσ 
είναι μεγαλφτεροσ, δθλαδι θ διαςπορά του ςυςτατικοφ γίνεται με τρόπο που να μοιάηει ολοζνα 
λιγότερο με διάχυςθ (θ κατανομι τφπου error function γίνεται πιο οξεία). 
 
2.2 Η γενική θεωρία του E.J Watson (1983). 
΢τθ παροφςα παράγραφο γίνεται μια αναλυτικι παρουςίαςθ τθσ γενικισ κεωρίασ του E.J.Watson 
(1983), όπωσ αυτι παρουςιάηεται ςτθν εργαςία του. Η κεωρία του Watson   αναφζρεται ςτο 
πρόβλθμα τθσ διάχυςθσ μιασ ουςίασ ςε ρευςτό που ταλαντϊνεται μζςα ςε ζναν αγωγό τυχαίασ 
διατομισ και που διζπεται από τισ εξιςϊςεισ (2.1.1) και (2.1.2). Η κεωρία επιβεβαιϊκθκε από 
πειράματα που περιγράφονται ςτο προθγοφμενο κεφάλαιο για τθν ειδικι περίπτωςθ κυλινδρικϊν 
αγωγϊν και καναλιϊν, για τισ περιπτϊςεισ των οποίων εξιγαγε ακριβείσ αναλυτικζσ λφςεισ. 
Η βαςικι ιδζα τθσ κεωρίασ του E.J.Watson ζγκειται ουςιαςτικά ςτθν υπόκεςθ ότι θ ςυγκζντρωςθ 
είναι μια ςυνάρτθςθ τθσ μορφισ : 
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όταν  θ κλίςθ τθσ πίεςθσ είναι αρμονικι ςυνάρτθςθ του χρόνου, θ ροι διαμορφωμζνθ, οπότε και θ 
ταχφτθτα είναι  αρμονικι ςυνάρτθςθ του χρόνου: 
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Αντικακιςτϊντασ τισ παραπάνω εκφράςεισ ςτθν εξίςωςθ εξαναγκαςμζνθσ διάχυςθσ για 
διαμορφωμζνθ ροι (2.1.2) προκφπτουν οι εξιςϊςεισ : 
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Από τθν οποία φαίνεται ότι αν τεκεί κάκε  
1
1
z
m

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= ςτακ.   και     n     τότε 0
2
1
2



z
m , οπότε 
προκφπτουν οι εξιςϊςεισ : 
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Επομζνωσ, πρζπει θ ςυγκζντρωςθ να είναι ςυνάρτθςθ τθσ μορφισ : 
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,
k
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k eyxgccz        όπου        
2 , 0...    k k kk g ik g w k           (2.2.1) 
θ οποία κα πρζπει να ικανοποιεί και τθν οριακι ςυνκικθ μθδενιςμοφ τθσ παραγϊγου ςτα 
τοιχϊματα, άρα και θ κάκε ςυνάρτθςθ kg . 
Μπορεί κανείσ να διαπιςτϊςει κανείσ ότι θ κεωρία του Watson περιζχει ωσ ειδικι περίπτωςθ αυτι 
του Taylor κζτοντασ k=0, οπότε προκφπτει θ εξίςωςθ και θ ςυνκικθ (2.1.8) που λφνει ο Taylor, αφοφ 
 
 

  z wt z
 
. ΢θμειϊνεται ότι αυτι θ κατανομι τθσ ςυγκζντρωςθσ ιςοδυναμεί με τθ κεϊρθςθ 
ότι θ αξονικι μοριακι διάχυςθ προκαλεί αξονικι μεταφορά τθσ ουςίασ αλλά ςε καμία περίπτωςθ δε 
ςυνειςφζρει ςτο μθχανιςμό τθσ ενιςχυμζνθσ διάχυςθσ αφοφ 0
2
1
2



z
m . Για το λόγο αυτό το πεδίο 
επίλυςθσ τθσ εξίςωςθσ τθσ διάχυςθσ είναι θ διατομι και όχι το εςωτερικό του αγωγοφ. 
Ο Watson (1983) ςτθ γενικι κεωρία του εξετάηει το πρόβλθμα τθσ διάχυςθσ ςε ζνα αγωγό τυχαίασ 
διατομισ, όταν εφαρμόηεται θ διζγερςθ : 
 tP
z
p
cos


 
Και ζτςι το πρόβλθμα τίκεται ςτθ μορφι ςφμφωνα με τα παραπάνω, δθλαδι προκαλείται κίνθςθ 
του ρευςτοφ που χαρακτθρίηεται από τθν κατανομι τθσ ταχφτθτασ : 
   , , Re , i tw x y t f x y e      
Και θ ουςία διαχζεται ζτςι ϊςτε θ ςυγκζντρωςθ εκφράηεται από τθ ςυνάρτθςθ : 
  Re ,   i tz g x y e     
Οι άγνωςτεσ ςυναρτιςεισ f και g, ικανοποιοφν λοιπόν το παρακάτω ςφςτθμα διαφορικϊν 
εξιςϊςεων : 
fv
P
fi 2

       ςτο S    και 0f       ςτο B  
gkfgi 2         ςτο S        και     0


n
g
   ςτο B  
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Η f ζχει διαςτάςεισ ταχφτθτασ και θ g διαςτάςεισ μικουσ. Ο τελεςτισ 2 ζχει διαςτάςεισ 
2
1

. Σο ωf εκφράηει τισ αδρανειακζσ δυνάμεισ, το 

P
τισ εξαςκοφμενεσ δυνάμεισ πίεςθσ και 
το fv 2 τισ δυνάμεισ ςυνεκτικότθτασ και από τα τρία αυτά μεγζκθ τα δφο είναι ανεξάρτθτα αφοφ 
εμπλζκονται ςε μια εξίςωςθ, οπότε ςχθματίηουν δφο ανεξάρτθτουσ αδιάςτατουσ λόγουσ. 
Σο ωg εκφράηει τθ χρονικι εξζλιξθ τθσ ςυγκζντρωςθσ, το f το μθχανιςμό ςυναγωγισ και το 
gk 2 εκφράηει το μθχανιςμό τθσ διάχυςθσ και αυτά τα μεγζκθ ςχθματίηουν επίςθσ δφο 
ανεξάρτθτουσ αδιάςτατουσ λόγουσ. 
Αδιαςτατοποίθςθ των εξιςϊςεων μπορεί να γίνει γράφοντασ τισ γραμμικζσ εξιςϊςεισ : 
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Όπου θ F και θ G να κεωροφνται αδιάςτατεσ ςυναρτιςεισ, οι ςτακερζσ 1a  και 2a  να ζχουν 
διαςτάςεισ ταχφτθτασ και οι ςτακερζσ b1 και b2 να ζχουν διαςτάςεισ μικουσ. Σα παρακάτω μεγζκθ 
είναι δυνατόν να εκφραςκοφν μζςω των ςυναρτιςεων f και g είτε μζςω των ςυναρτιςεων F και G, 
όπου μπορεί να δειχκεί ότι οι απλοφςτερεσ εκφράςεισ για αυτά όπωσ και για τισ διαφορικζσ 
εξιςϊςεισ, προκφπτουν αν τεκεί : 
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Η αδιάςτατθ ποςότθτα 
P
f
 μπορεί να κεωρθκεί ωσ ο αντίςτροφοσ του αρικμοφ Euler, ο οποίοσ 
εκφράηει το λόγο δυνάμεων πίεςθσ προσ τισ αδρανειακζσ δυνάμεισ του ρευςτοφ. Η αδιάςτατθ 
ποςότθτα 
P
g 2
 επί τον αρικμό Euler είναι ίςθ με τθν ποςότθτα 
f
g
 που εκφράηει το λόγο τθσ 
χρονικισ μεταβολισ τθσ ςυγκζντρωςθσ προσ το μζτρο τθσ ςυναγωγισ. Ο λόγοσ των δυνάμεων 
αδράνειασ προσ τισ δυνάμεισ ςυνεκτικότθτασ 
v
d 2 είναι ο αρικμόσ Womersley, όπου d μπορεί να 
λθφκεί ωσ μια χαρακτθριςτικι απόςταςθ τθσ διατομισ. 
Σα κφρια μεγζκθ που υπολογίηει ςτθ κεωρία ο Watson είναι: 
 Η ςτιγμιαία παροχή τησ ουςίασ μζςα ςε ζνα επίπεδο z=ςτακερό από τα –z προσ τα +z είναι 
ίςθ με :  
S
w dxdy
z

 
 
 
 
 . 
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 Η μζςη παροχή τησ ουςίασ μζςα ςε ζνα επίπεδο z=ςτακερό από τα –z προσ τα +z είναι ίςθ 
με :  
 0
1
4
T
S
S
w dxdydt
z
f g f g dxdy
T

 
 
 
 
   
   
 
 
  
όπου Σ θ περίοδοσ τθσ ταλάντωςθσ. 
 Σο ποςοςτό αφξηςησ R του μοριακοφ ςυντελεςτι διάχυςθσ που εκφράηει το μθχανιςμό τθσ 
διαςποράσ τθσ ουςίασ, υπολογίηεται μζςω του επαυξθμζνου ςυντελεςτι διάχυςθσ Κ που 
βρίςκεται από τθ ςχζςθ : 
 
 
   
 
   
0
22
1
2 2
4 21 4 2
1
4
1 1
24 1
24 1
T
S
S
B S
B S
w dxdydt
z
K A
z T
K
R
R f g f g dxdy
A
f f g g
R g g ds dxdy
n n A x yi Sc A
P F F P
R G G ds grad G grad G dxdy
n n ASc A

 




 

  


 
 
  
 



 
     
                
  
    
   
 

 
 
 
όπου Α το εμβαδόν τθσ διατομισ και Σ θ περίοδοσ τθσ ταλάντωςθσ. 
 Η ςτιγμιαία παροχή του ρευςτοφ μζςα από μια διατομι είναι ίςθ με (θ μζςθ παροχι είναι 
μθδενικι) : 

S
wdxdy  
 Ο όγκοσ εμβολιςμοφ (tidal volume) είναι ο όγκοσ που διζρχεται μζςα από μια διατομι προσ 
μια κατεφκυνςθ μζςα ςε μιςι περίοδο και είναι ίςοσ με       
 
2
2 2
2 2
1
Tt
t S
B S
V wdxdydt
P iv F P
V A ds F dxdy
n    



   

 
 
 
όπου Α το εμβαδόν τθσ διατομισ. 
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 Η ςτιγμιαία ιςχφσ που προςδίδεται ςτο ρευςτό ανά μονάδα μικουσ είναι ίςθ με : 
 








S
dxdy
z
p
w  
 Η μζςη ιςχφσ που προςδίδεται ςτο ρευςτό ανά μονάδα μικουσ είναι ίςθ με : 
 
 























SB
T
o S
dxdyFF
iP
ds
n
F
n
FvP
W
T
dxdy
z
p
w
 2
2
2
2
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όπου Σ θ περίοδοσ τθσ ταλάντωςθσ. 
Επειδι προκφπτει από τισ παραπάνω ςχζςεισ ότι 
224
2
d
P
R

 και 
 4
PA
V  , όπου d είναι μια 
χαρακτθριςτικι απόςταςθ τθσ διατομισ του αγωγοφ. 
Καταλιγει ςτο ςυμπζραςμα ότι : 













Ad
V
Sc
v
d
fR s
22
,

 
Όπου φαίνεται πωσ το R εξαρτάται από τον αρικμό Womersley 





v
d 2
, τον αρικμό Schmidt  Sc  
και τον όγκο εμβολιςμοφ  V . Επίςθσ, αποδεικνφει ότι το R είναι πάντα κετικόσ αρικμόσ, που 
ςθμαίνει ότι θ φπαρξθ ροισ ςυνεπάγεται οπωςδιποτε ενίςχυςθ τθσ διαςποράσ του ςυςτατικοφ ςε 
ςχζςθ με αυτι που κα υπιρχε αν οφειλόταν μόνο ςτο μθχανιςμό τθσ μοριακισ διάχυςθσ. 
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Παρατήρηςη 
Είναι ιδιαίτερα ενδιαφζρον να παρατθριςει κανείσ ότι το R δεν εξαρτάται από τθν αξονικι κλίςθ 
ςυγκζντρωςθσ γ που τίκεται αρχικά ςτθ λφςθ   Re ,   i tz g x y e    . Αυτό το γεγονόσ 
μπορεί να υποκζςει κανείσ ότι ςυνεπάγεται πωσ για μια οποιαδιποτε αρχικι μζςθ κατανομι 
ςυγκζντρωςθσ θ οποία δεν είναι απαραίτθτα γραμμικι, θ εξζλιξθ τθσ διαςποράσ τθσ γίνεται με βάςθ 
ζνα νόμο τθσ μορφισ : 
tz
K mm




 
2
2
 
όπου το  
1
4
  
S
K R f g f g dxdy
A
 , ςε αναλογία με τθ κεωρία του Taylor. 
Πράγματι αυτό μπορεί να δειχκεί ζςτω και τυπικά, με βάςθ τισ υποκζςεισ : 
 Η ταχφτθτα είναι τθσ μορφισ    , , Re , i tw x y t f x y e     . 
 ΢χεδόν ςτιγμιαία επζρχεται μόνιμθ κατάςταςθ τθσ ακτινικισ ςυγκζντρωςθσ κs που λόγω τθσ 
περιοδικότθτασ του φαινομζνου είναι περιοδικι, δθλαδι   tis eyxr  ,Re όπου ψ 
είναι ςτακερά. 
 Η ςτιγμιαία κλίςθ τθσ ςυγκζντρωςθσ κατά τθν αξονικι κατεφκυνςθ είναι ανεξάρτθτθ από τθ 
κζςθ επί τθσ διατομισ (από μεταβλθτζσ x,y) και άρα ιςοφται με τθ κλίςθ τθσ μζςθσ 
ςυγκζντρωςθσ, δθλαδι είναι : 
   
 
 
 
 
 
 
 
 tz
z
tzyx
dxdytz
z
tzyx
A
dxdytz
z
tzyx
A
dxdytzyx
Azz
tz
tz
z
tz
zz
S
SS
m
m
,
,,,
,
,,,1
,
,,,1
,,,
1,
,,

























































 
Προκφπτει από τισ τρείσ παραπάνω υποκζςεισ ότι θ εξίςωςθ για τθν ακτινικι ςυγκζντρωςθ 
γράφεται : 
fgig
z
w
t
mS
S










2
2
 
Όπου κζτοντασ    προκφπτει θ γνωςτι εξίςωςθ που λφνει ο Watson. 
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Σο γεγονόσ ότι κζτουμε    δεν ςθμαίνει τίποτα γιατί αν   tis eyxr  ,Re  τότε κα 
προζκυπτε μια εξίςωςθ για λόγο 
 

yxg ,
. 
Ο όροσ 
t
S
S




 2 περιγράφει το πϊσ κατανζμεται περιοδικά θ ακτινικι ςυγκζντρωςθ, πθγι τθσ 
οποίασ είναι ο περιοδικόσ όροσ 
z
w m


που μετράει το ποςό του ςυςτατικοφ που προςδίδεται ςτθ 
διατομι εξαιτίασ τθσ ςυναγωγισ. 
Η χρονικά μζςθ παροχι τθσ ουςίασ μζςα από μια ακίνθτθ διατομι κα είναι :  
  
SS
dxdygfgfdxdywQ
4

  
Και επομζνωσ επειδι : 
t
A
z
Q m




 
 
 
Προκφπτει ότι : 
tz
K mm




 
2
2
 
Με   
S
dxdygfgfK
4
1
 (Η παφλα ανάλογα με τθν περίπτωςθ ςθμαίνει μζςθ τιμι ι ςυηυγι). 
Αν, επιπλζον προςκζςουμε και τθν αξονικι διάχυςθ, τότε θ διάχυςθ κα γίνεται με ςυντελεςτι 
K . Δθλαδι, το αποτζλεςμα του Watson μπορεί να κεωρθκεί ότι είναι δυνατό να περιγράψει 
τθ διαςπορά μιασ ουςίασ γενικά, και όχι μόνο ςτθν περίπτωςθ που υφίςταται μια ςτακερι κλίςθ 
τθσ ςυγκζντρωςθσ κατά μικοσ του αγωγοφ. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 
Εξαναγκαςμζνη διάχυςη ςε ταλαντοφμενη ροή ιξωδοελαςτικοφ 
ρευςτοφ μεταξφ παράλληλων πλακϊν. 
 
3.1 Γενικά για τη μοντελοποίηςη των ρεολογικϊν ιδιοτήτων του ανθρωπίνου 
αίματοσ και ανάλυςη του μοντζλου του ιξωδοελαςτικοφ ρευςτοφ τησ 
παροφςασ εργαςίασ. 
Κατά τον Thurston (1979) οι παράμετροι τθσ ρεολογίασ του αίματοσ μποροφν να διαχωριςτοφν ςε 
δφο κλάςεισ, τισ ρεολογικζσ και τισ φυςιολογικζσ. Οι κφριεσ ρεολογικζσ παράμετροι είναι θ 
διατμθτικι τάςθ, ο ρυκμόσ παραμόρφωςθσ και ο χρόνοσ. ΢υνικωσ από πειράματα ςε μόνιμεσ ροζσ 
μελετάται θ ςυνεκτικότθτα και κακορίηεται το ιξϊδεσ και ςε μεταβατικζσ ροζσ μελετοφνται οι χρόνοι 
χαλάρωςθσ των τάςεων. Αντίκετα, οι φυςιολογικζσ παράμετροι που ενδιαφζρουν κυρίωσ τθν 
κλινικι πρακτικι και είναι για παράδειγμα ο αιματοκρίτθσ, θ οςμωλικότθτα, θ κερμοκραςία, θ 
κατάςταςθ τθσ υγείασ του δότθ κλπ .  
Η ςυςχζτιςθ μεταξφ των ρεολογικϊν και των φυςιολογικϊν παραμζτρων αποτελεί ζνα εξαιρετικά 
ευρφ πεδίο ζρευνασ. Η διερεφνθςθ τθσ αλλθλεξάρτθςθσ τουσ απαιτεί πειράματα όπωσ αυτά που 
αναφζρκθκαν, ςτα οποία λαμβάνεται υπόψθ θ επίδραςθ των φυςιολογικϊν ιδιοτιτων. 
Σαυτόχρονα, είναι δυνατόν να προςεγγίςει κανείσ το κζμα αυτό κεωρθτικά ςυςχετίηοντασ τθ 
μικροδομι του αίματοσ (πχ. ΢υγκζντρωςθ, γεωμετρία, ςτιβαρότθτα, rouleaux ερυκροκυττάρων) με 
τισ φυςιολογικζσ και τισ ρεολογικζσ παραμζτρουσ, οπότε κα προκφψει και θ μεταξφ τουσ 
αλλθλεπίδραςθ. Εναλλακτικά, θ κεωρθτικι αντιμετϊπιςθ του κζματοσ μπορεί να γίνει 
φαινομενολογικά, δθλαδι με τθν ταυτοποίθςθ ενόσ μακθματικοφ μοντζλου που τίκεται υπό μορφι 
καταςτατικισ εξίςωςθσ. Η εξίςωςθ αυτι ςυςχετίηει το πεδίο των τάςεων που αναπτφςςονται ςτθ 
μάηα του ρευςτοφ με το ρυκμό με τον οποίο παραμορφϊνεται και περιζχει οριςμζνεσ παραμζτρουσ 
που ονομάηονται ρεολογικζσ. 
΢τθν τελευταία αυτι περίπτωςθ, το κατά πόςον μια καταςτατικι εξίςωςθ είναι επιτυχισ 
κακορίηεται κυρίωσ από το αν είναι δυνατόν να περιγράψει διάφορουσ τφπουσ ροϊν για ςτακερζσ 
φυςιολογικζσ παραμζτρουσ γεγονόσ που εξαρτάται κατά βάςθ από τθ μορφι τθσ και αυτό 
ενδιαφζρει ςτθν παροφςα εργαςία. ΢το ςθμείο αυτό υπειςζρχεται κατά τον Thurston (1979), μια 
επιπλζον πολυπλοκότθτα γιατί οι ρεολογικζσ παράμετροι δεν είναι ανεξάρτθτεσ από τθ φφςθ τθσ 
ροισ. Κατά τον Thurston είναι ςκόπιμο να ορίςει κανείσ τισ καταςτάςεισ ρεολογικισ ιςορροπίασ ςτισ 
οποίεσ γίνεται θ υπόκεςθ ότι οι ρεολογικζσ παράμετροι παραμζνουν ςτακερζσ. Οι καταςτάςεισ 
αυτζσ μπορεί να είναι μόνιμεσ ι δυναμικζσ. 
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Για να εξθγθκεί πλθρζςτερα το γεγονόσ αυτό δίνονται αρχικά οι παρακάτω οριςμοί. 
 Η ροι διάτμθςθσ (shear flow) ορίηεται από τισ δφο παρακάτω ςυνκικεσ : 
1. Τπάρχει μια μονοπαραμετρικι οικογζνεια υλικϊν επιφανειϊν (επιφάνειεσ 
διάτμθςθσ) που κινοφνται ιςομετρικϊσ, δθλαδι θ απόςταςθ μεταξφ οποιονδιποτε 
δφο γειτονικϊν ςθμείων που βρίςκονται επί μιασ τζτοιασ επιφάνειασ παραμζνει 
ςτακερι. 
2. Η απόςταςθ μεταξφ δφο γειτονικϊν επιφανειϊν διάτμθςθσ παραμζνει ςτακερι 
(ανεξάρτθτα από το αν το ρευςτό είναι ςυμπιεςτό ι αςυμπίεςτο ο όγκοσ 
διατθρείται) 
 Η μονοκατευκυντικι ροι διάτμθςθσ ικανοποιεί επιπλζον τθ ςυνκικθ : 
3. Οι γραμμζσ διάτμθςθσ (είναι θ μονοπαραμετρικι οικογζνεια των καμπφλων επί μια 
επιφάνειασ διάτμθςθσ που είναι ςε κάκε ςθμείο τουσ εφαπτομενικζσ προσ τθν 
κατεφκυνςθ που γίνεται θ διάτμθςθ) είναι υλικζσ γραμμζσ. Οι γραμμζσ διάτμθςθσ 
ςε μια τζτοια περίπτωςθ δεν είναι κατά ανάγκθ ευκείεσ γραμμζσ και μπορεί να είναι 
κλειςτζσ καμπφλεσ ι ανοικτζσ απείρου μικουσ. 
 Η ρεολογικϊσ μόνιμθ διατμθτικι ροι ικανοποιεί επιπλζον τθ ςυνκικθ : 
4. Ο ρυκμόσ διάτμθςθσ είναι ανεξάρτθτοσ του χρόνου για ζνα δοκζν ςωματίδιο του 
ρευςτοφ που διαφορετικά εκφράηεται από το γεγονόσ ότι πρζπει θ ιςτορία τθσ ροισ 
για κάκε ζνα ςωματίδιο να είναι απλά μόνιμθ διάτμθςθ όταν παρατθρείται από 
τουσ άξονεσ διάτμθςθσ του ςωματιδίου. 
 Η απλι μόνιμθ ροι διάτμθςθσ (steady simple shear flow) φαίνεται παραςτατικά ςτο 
παρακάτω ςχιμα. 
 Σα μοναδιαία διανφςματα των αξόνων διάτμθςθσ που ορίηονται επί ενόσ ςωματιδίου του 
ρευςτοφ και τα οποία κινοφνται μαηί του αλλάηοντασ γενικά διευκφνςεισ ςτο χϊρο, είναι το 
1

 που δείχνει προσ τθν κατεφκυνςθ που γίνεται θ διάτμθςθ, το 2

  που είναι κάκετο ςτο 
επίπεδο διάτμθςθσ ςτο οποίο βρίςκεται το ςωματίδιο και το 3

 που ορίηεται ωσ το 
εξωτερικό γινόμενο των δφο άλλων. Η ζννοια του ςωματιδίου προκφπτει αν κεωριςει 
κανείσ το ςυναγόμενο (convective) ι κατά Lagrange ςφςτθμα ςυντεταγμζνων το οποίο 
ορίηεται από υλικζσ επιφάνειεσ και κατά ςυνζπεια παραμορφϊνεται μαηί με το ρευςτό.  
 Εάν το ρευςτό κινείται προσ μια μόνο κατεφκυνςθ του όποιου ςυςτιματοσ ςυντεταγμζνων 
και θ ταχφτθτα του μεταβάλλεται μόνο κατά μια από τισ άλλεσ δφο κατευκφνςεισ τότε θ 
κατεφκυνςθ τθσ κίνθςθσ ονομάηεται (1), θ κατεφκυνςθ μεταβολισ τθσ ταχφτθτασ (2) και θ 
άλλθ ουδζτερθ κατεφκυνςθ ονομάηεται (3). Αν τij είναι θ διατμθτικι τάςθ ςτο επίπεδο 
κάκετο ςτον άξονα i με διεφκυνςθ τον άξονα j, τότε θ διαφορά των ορκϊν διατμθτικϊν 
τάςεων τ11 – τ22 ονομάηεται κφρια και θ άλλθ διαφορά τ22 – τ33 είναι θ δευτερεφουςα. 
Πλθροφοριακά αναφζρεται ότι παλαιότερα πιςτευόταν πωσ   τ22 – τ33 = 0 (υπόκεςθ 
Weissenberg) που δεν κεωρείται πλζον ορκό. 
΢υνικωσ, ςτθν πειραματικι ρεολογία γίνονται πειράματα μονοκατευκυντικϊν διατμθτικϊν ροϊν 
(unidirectional shear flows) που φαίνονται παραςτατικά ςτα παρακάτω ςχιματα, ςτα οποία 
αποδεικνφεται ότι οι ανεξάρτθτεσ ςυνιςτϊςεσ των διατμθτικϊν τάςεων είναι τζςςερισ (τ11, τ22, τ33, 
τ21 = τ12) και ότι μποροφν να μετρθκοφν θ διατμθτικι τάςθ τ21 και οι δφο διαφορζσ των ορκϊν 
διατμθτικϊν τάςεων (Weissenberg effect) που είναι θ κφρια        τ11 – τ22  και θ δευτερεφουςα τ22 – 
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τ33. Από τουσ τφπουσ των ροϊν που παρουςιάηονται και επεξθγοφνται ςτο ίδιο το ςχιμα, μόνο θ 
πρϊτθ (a) είναι μόνιμθ. Οι υπόλοιπεσ είναι μθ μόνιμεσ ροζσ (b-h).Σα κεωρθτικϊσ ανεξάρτθτα και 
μετριςιμα μεγζκθ τ21, τ11 –τ22 και τ22 – τ33 είναι οι τάςεισ που αναπτφςςονται ςτο ρευςτό εξαιτίασ 
του γεγονότοσ ότι παραμορφϊνεται ςυνεχϊσ λόγω τθσ ροισ του και κατά ςυνζπεια εξαρτϊνται από 
τθ φφςθ του. Η εξάρτθςθ αυτι γίνεται όπω είναι γνωςτό με τθ ςυςχζτιςθ των τάςεων με το ρυκμό 
παραμόρφωςθσ. 
Εν ςυνεχεία κα αναφερκεί ο τρόποσ με τον οποίο ςυςχετίηεται θ διατμθτικι τάςθ τ21 με το ρυκμό 
παραμόρφωςθσ γα τα δφο κρίςιμα πειράματα (a) και (b)επειδι αυτι είναι θ τάςθ που ενδιαφζρει 
περιςςότερο. Επίςθσ οι ροζσ αυτζσ χρθςιμοποιοφνται ωσ επί το πλείςτον ςτισ μελζτεσ τθσ 
ιξωδοελαςτικισ ςυμπεριφοράσ του αίματοσ και υπάρχουν αρκετά πειραματικά αποτελζςματα. Ζνασ 
επιπλζον λόγοσ είναι ότι οι ροζσ αυτζσ χαρακτθρίηονται από τον Thurston (1979) ωσ μόνιμεσ και 
δυναμικζσ καταςτάςεισ ρεολογικισ ιςορροπίασ, αντίςτοιχα.   
Για τθ μόνιμθ διατμθτικι ροι (a) ορίηεται θ υλικι ςυνάρτθςθ μ που ονομάηεται φαινομενικι 
ςυνεκτικότθτα και ορίηεται από τθ ςχζςθ : 
yx yx     
Όπου  



yx
u
y
 (u θ ταχφτθτα προσ τα κετικά x). 
Επειδι θ ροι είναι μόνιμθ αυτό ςθμαίνει ότι θ τάςθ και ο ρυκμόσ παραμόρφωςθσ κα είναι 
ςτακερζσ ςτο χρόνο και επομζνωσ θ μ κα εξαρτάται ςτθ γενικι περίπτωςθ μόνο από το ρυκμό 
παραμόρφωςθσ, δθλαδι   yx   . ΢το ενδεχόμενο που το ρευςτό παρουςιάηει τάςθ ροισ θ 
φαινομενικι ςυνεκτικότθτα απειρίηεται. Για τθν μικροφ πλάτουσ ταλαντωτικι διατμθτικι ροι (b) 
όπου ςυνικωσ για ευνόθτουσ λόγουσ θ διατμθτικι τάςθ και ο ρυκμόσ παραμόρφωςθσ είναι επίςθσ 
περιοδικζσ ςυναρτιςεισ του χρόνου τθσ ίδιασ ςυχνότθτασ, που περιγράφονται από τισ ςχζςεισ : 
 
 
Re
Re


o i t
yx yx
o i t
yx yx
e
e


 
 
 
Ορίηεται θ υλικι ςυνάρτθςθ μ* που ονομάηεται μιγαδικι ςυνεκτικότθτα ι ιξωδοελαςτικότθτα (κατά 
Thurston) από τθ ςχζςθ :  
*o o
yx yx    
Επειδι θ ροι είναι μθ μόνιμθ, αλλά περιοδικι, αυτό ςθμαίνει ότι θ τάςθ και ο ρυκμόσ 
παραμόρφωςθσ κα μεταβάλλονται ςτο χρόνο και επομζνωσ θ μ* κα εξαρτάται ςτθ γενικι 
περίπτωςθ από το ρυκμό παραμόρφωςθσ και από τθ ςυχνότθτα δθλαδι   * * , oyx    . Για πολφ 
μικρά πλάτθ όμωσ, όπου το ρευςτό κατά Thurston βρίςκεται ςτθ κεμελιϊδθ κατάςταςθ ρεολογικισ 
ιςορροπίασ, μελετάται θ ςυναρτθςιακι ςχζςθ   **  . Η μιγαδικι ςυνεκτικότθτα γράφεται 
αναλυμζνθ ςτο πραγματικό και ςτο φανταςτικό μζροσ ωσ      
  i*  
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΢υνικωσ ςτα πειραματικά δεδομζνα παρουςιάηουν τα   και    (ςυμβολιηόμενα διαφορετικά). Σο  
 είναι θ ιξϊδθσ ςυνιςτϊςα που ςυνδζεται με τθν απϊλεια ενζργειασ και το    θ ελαςτικι 
ςυνιςτϊςα που ςχετίηεται με τθν αποκικευςθ ενζργειασ γιατί αν το yx

 είναι πραγματικόσ και 
κετικόσ αρικμόσ τότε : 
 
   ' "
cos
cos sin

 
o
yx yx
o o
yx yx yx
t
t t
  
      
 
δθλαδι ο όροσ με το μ’ είναι ςε φάςθ με το ρυκμό παραμόρφωςθσ και ο όροσ με το μ” είναι 
αντίκετθσ φάςθσ. Οι απλοφςτερεσ καταςτατικζσ εξιςϊςεισ που μπορεί κανείσ να μελετιςει που να 
προβλζπουν ότι   **  (θ ςυχνότθτα δεν αλλάηει) είναι οι γραμμικζσ εξιςϊςεισ με 
παραγϊγουσ ςτο χρόνο τθσ τάςθσ και του ρυκμοφ παραμόρφωςθσ και χαρακτθρίηονται ωσ 
εξιςϊςεισ γραμμικοφ ιξωδοελαςτικοφ ρευςτοφ. Σο απλοφςτερο ρευςτό αυτοφ του τφπου είναι το 
γνωςτό ρευςτό του Maxwell. ΢θμειϊνεται ότι τα γραμμικά ιξωδοελαςτικά ρευςτά είναι μια 
υποκατθγορία των λεγόμενων γενικευμζνων γραμμικϊν ιξωδοελαςτικϊν ρευςτϊν που όλα 
προβλζπουν ότι   **  . 
Ζνα ιδιαίτερα ενδιαφζρον μοντζλο είναι το γραμμικό ιξωδοελαςτικό ρευςτό του H. Jeffreys που 
περιζχει δφο χρονικζσ ςτακερζσ λ1 και λ2, το οποίο για μια ςυνιςτϊςα του τανυςτι των τάςεων 
γράφεται: 
1 2
  
   
  
ij ij
ij o ij
t t
 
      
Η ςτακερά λ1 είναι θ ςτακερά χαλάρωςθσ τθσ τάςθσ. Όςο πιο μεγάλθ είναι τόςο πιο αργά 
χαλαρϊνει θ τάςθ. Η ςτακερά λ2 είναι θ ςτακερά χαλάρωςθσ του ρυκμοφ παραμόρφωςθσ. Όςο πιο 
μεγάλθ είναι τόςο πιο αργά χαλαρϊνει ο ρυκμόσ παραμόρφωςθσ. Αυτό μπορεί να το δει κανείσ 
κζτοντασ το δεξιό και το αριςτερό μζλοσ τθσ εξίςωςθσ ίςο με το μθδζν, αντίςτοιχα. 
Σο μθχανικό ανάλογο του ρευςτοφ του Jeffreys είναι : 
 
 
 39 
 
 
 
 40 
Για το μοντζλο του Jeffreys ιςχφουν τα εξισ : 
 Είναι γραμμικό και επομζνωσ μποροφμε να λφςουμε το πρόβλθμα τθσ ροισ του εφκολα, 
όμωσ θ ιςχφσ του περιορίηεται ςε μικρζσ μετατοπίςεισ από τθ κζςθ ιςορροπίασ του ρευςτοφ 
και οι οποίεσ δεν γίνονται πολφ γριγορα. 
 Δεν περιγράφει ςωςτά τθν εξάρτθςθ του μιγαδικοφ ςυντελεςτι αντίςταςθσ από το μζγεκοσ 
του ρυκμοφ παραμόρφωςθσ, που όμωσ δεν αποτελεί κακι προςζγγιςθ για μικροφσ ρυκμοφσ 
διάτμθςθσ. 
 Κατά τουσ W.M. Phillips και S. Deutsch (1975) θ εξίςωςθ του Jeffreys είναι προτιμότερθ από 
το μοντζλο του Maxwell διότι ςτο τελευταίο υπάρχει το φαινόμενο τθσ χαλάρωςθσ τθσ 
τάςθσ αλλά όχι τθσ χαλάρωςθσ του ρυκμοφ παραμόρφωςθσ (2 χρονικζσ ςτακερζσ αντί 1 ςτο 
Maxwell). Επίςθσ, μπορεί να γενικευτεί κατά τισ απόψεισ του Oldroyd, δθλαδι ςε εξιςϊςεισ 
που το περιγράφουν με αντικειμενικό τρόπο ανεξάρτθτα από τον παρατθρθτι (ςφςτθμα 
ςυντεταγμζνων) χωρίσ να προκφπτουν παράδοξα. ΢υγκεκριμζνα, αναφζρουν ότι αν 
επιχειρθκεί γενίκευςθ τθσ εξίςωςθσ του Maxwell κατά τον Oldroyd τότε θ φαινομενικι 
ςυνεκτικότθτα τείνει προσ το μθδζν κακϊσ ο ρυκμόσ παραμόρφωςθσ τείνει ςτο άπειρο. 
 Οι Frohlich και Sack βρικαν ότι θ εξίςωςθ του Jeffreys περιγράφει τθ ςυμπεριφορά ενόσ 
αραιοφ αιωριματοσ ελαςτικϊν ςφαιρϊν ςε ζνα vευτϊνειο ρευςτό ςυνεκτικότθτασ μο για 
μικροφσ ρυκμοφσ παραμόρφωςθσ, όταν λ1>λ2. ΢τθ περίπτωςθ που τα λ1,λ2 τείνουν να γίνου 
ίςα τότε θ ςυμπεριφορά του ρευςτοφ τείνει ολοζνα περιςςότερο προσ τθ ςυμπεριφορά ενόσ 
νευτϊνειου ρευςτοφ με ςυνεκτικότθτα μο. ΢θμειϊνεται ότι θ παραπάνω εξίςωςθ γράφεται 
με διαφορετικοφσ τρόπουσ, ανάλογα με το πϊσ οριηόταν ο τανυςτισ των διατμθτικϊν 
τάςεων (το πρόςθμο του) και ο τανυςτισ των παραμορφϊςεων (κατά ζνα ςτακερό 
παράγοντα 2). 
 Οι  W.M. Phillips και S. Deutsch (1975) αναφζρουν ότι κατά τον Thurston (1979) το αίμα 
είναι ζνα μθ γραμμικό ιξωδοελαςτικό ρευςτό. ΢υμπεριφζρεται όμωσ ςαν γραμμικό 
ιξωδοελαςτικό ρευςτό ςε ρυκμοφσ διάτμθςθσ (<2/sec). 
Σα παραπάνω δικαιολογοφν τθν επιλογι του ρευςτοφ του Jeffreys για τθ μελζτθ του φαινομζνου τθσ 
ενιςχυμζνθσ διάχυςθσ, που επιλφεται ςτθν επόμενθ παράγραφο για ταλαντοφμενθ ροι μζςα ςε 
κανάλι. Ο ςυμβολιςμόσ διαφζρει λίγο. 
 
΢θμειϊνεται ότι από τθν ανάλυςθ ςτθν επόμενθ παράγραφο για το ρευςτό Jeffreys είναι : 



1
2*
1
1
i
i


  
Όπου ζχουμε κζςει o   ςφμφωνα με το ςυμβολιςμό εκεί. 
Είναι λοιπόν "'*  i όπου 
22
1
2
21'
1
1





  και 
22
1
21"
1 




 . 
Κατά τθν παρατιρθςθ (4) που διατυπϊνεται προθγοφμενα, αφοφ λ1>λ2 προκφπτει ότι 
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 0< ' <μ και " >0. ΢τα δφο παρακάτω ςχιματα (λογαρικμικοί άξονεσ) παρουςιάηονται 
πειραματικζσ τιμζσ για τα ' , " , των Chien et al (1975) ςτα οποία ςυμβολίηονται με ' και 
" αντίςτοιχα, με παράμετρο τθν κυτταρικι ςυγκζντρωςθ ςτο πλάςμα. 
΢τθ βιβλιογραφία υπάρχουν αρκετά παρόμοια διαγράμματα. Από αυτά μόνο χονδρικι εκτίμθςθ των 
χρονικϊν ςτακερϊν και του μ, του μοντζλου του Jeffreys, είναι δυνατόν να γίνει. ΢θμειϊνεται ότι 
διαπιςτϊκθκε ότι θ μορφι του πραγματικοφ μζρουσ τθσ ιξωδοελαςτικότθτασ του μοντζλου του 
Jeffreys (για ςτακερι ςυχνότθτα μ) προκφπτει παρόμοια με τθν πειραματικι ςε κάποιο εφροσ 
ςυχνοτιτων, ενϊ όςον αφορά το φανταςτικό μζροσ αυτό μπορεί να προςεγγιςτεί για ςυχνότθτεσ 
μεγαλφτερεσ από μια ςυγκεκριμζνθ τιμι μεγίςτου. Με άλλα λόγια θ φανταςτικι ςυνιςτϊςα 
παρουςιάηει μζγιςτο ςε αντίκεςθ με τα πειραματικά δεδομζνα. 
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3.2   Σο πρόβλημα τησ διάχυςησ μιασ ουςίασ μζςα ςε ιξωδοελαςτικό 
ρευςτό Jeffrey ςε ταλαντοφμενη ροή εντόσ διςδιάςτατου καναλιοφ 
παραλλήλων πλακϊν. 
 Σο ρευςτό κεωρείται ιξωδοελαςτικό ςφμφωνα με το μοντζλο που περιγράφτθκε ςτθ προθγοφμενθ 
παράγραφο. Η γεωμετρία του προβλιματοσ για ροι κατά άξονα z  ςε κανάλι μεταξφ παραλλιλων 
πλακϊν, απόςταςθσ 2h είναι :  
 
και διζπεται από τισ εξιςϊςεισ:  
 
2
1 2
1 1  
  
  
   
   
    
yz
yz
yz
w p
t z y
w w
t y y t

 

   
 
΢τθν προκειμζνθ περίπτωςθ περιοριηόμαςτε ςτθ μελζτθ τθσ απλισ ταλάντωςθσ του ρευςτοφ με μία 
ςυχνότθτα αν και γενικά μποροφμε να υποκζςουμε ότι : 
 
( ) ( ) ( )
0 0 0
( , ) , ,
  

   

  
n n n
i k t i k t i k t
k k yz k
k k k
p
w f x y e P e c e
z
    
 
οπότε τότε προκφπτουν οι εξιςϊςεισ : 
2
2
2
1
1
,
1
k k
k
P fik
ik f k
ik y
 
 
  

  
 
 
και ςτθ ςυνζχεια μια κατανομι τθσ ςυγκζντρωςθσ ςφμφωνα με τα αναφερόμενα ςτθ παράγραφο 
2.2. 
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Δεν εξετάηονται μεταβατικά φαινόμενα, αλλά θ κατάςταςθ τθσ ταλαντοφμενθσ ροισ και κατά 
ςυνζπεια αν κζςουμε titi fewPe
z
p  


 ,  με 0


z
f
 και tiyz ce
   τότε προκφπτουν οι : 
2
1
1
1
1
P c
i f
y
if
c
y i

 
 



 



 
 
από όπου είναι φανερό ότι 0
c
z



. 
Επομζνωσ, είναι : 
2
2
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1
1
1
ic f
z i y
 


 

  
 
Οπότε θ f ικανοποιεί τθν εξίςωςθ : 
2
2
2
1
1
1
iP f
i f v
i y
 

 
 
 
 
 
Σο πρόβλθμα λοιπόν του κακοριςμοφ του πεδίου ροισ ανάγεται ςτο πρόβλθμα τθσ επίλυςθσ τθσ : 
2
2
y
fP
fi


 

               με f=0 ςτο ςφνορο 
όπου : 
2
1
1
1
i
i
 
 




 
Είναι μια ποςότθτα που μπορεί να χαρακτθριςτεί ωσ μιγαδικι κινθματικι ςυνεκτικότθτα. 
 
Είναι 


   θ κινθματικι ςυνεκτικότθτα και θ αδιάςτατθ ποςότθτα 2
1
1
1
i
i
 
 



 γράφεται ωσ 
ςυνάρτθςθ των αδιάςτατων αριθμϊν Weissenberg : 


22
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

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ωσ εξισ : 
1
2
1
1
iwe
iwe
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




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Σίκεται βάςει τθσ  κεωρίασ Watson (εξ. 2.2.1) : 
( , , , ) ( , ) i tx y z t z g x y e       
και με αντικατάςταςθ ςτθν εξίςωςθ διαςποράσ τθσ ουςίασ 
z
w
t 






 2  προκφπτει θ 
εξίςωςθ : 
2i g f g     
με ςυνοριακι ςυνκικθ 0





n
g
n

 ςτα τοιχϊματα του καναλιοφ, όπου θ διαφόριςθ γίνεται επί 
του επιπζδου των x,y. 
Εξαιτίασ τθσ ςυμμετρίασ του προβλιματοσ κα είναι 
x
g
x
g
x 







00
2
2
και 0


x
f
. 
Σο πρόβλθμα λοιπόν τίκεται ςτθ μορφι : 
2
2
dy
fdP
fi 

         ςτο S και       f=0      ςτο Β 
2
2
dy
gd
fgi        ςτο S και       0


n
g
 ςτο Β 
Αδιαςτατοποίηςη των εξιςϊςεων αυτϊν μπορεί να γίνει με βάςθ τθ λογικι που αναφζρεται ςτθν 
περιγραφι τθσ γενικισ κεωρίασ του Watson, ςτθν παράγραφο 2.2. Σίκεται λοιπόν, 
 
 2
( ) ( ) 1
( ) ( ) 1
iP
f y F y
P
g y G y

 
 
 
 
 
Με τον τρόπο αυτόν το πρόβλθμα μεταςχθματίηεται ςτο ακόλουκο ςφςτθμα ςυνικων γραμμικϊν 
διαφορικϊν εξιςϊςεων : 
2
2
dy
Fd
F
i



        ςτο S και        F=1     ςτα hy   
2
2
)(
dy
Gd
FG
i



      ςτο S και      0


n
G
 ςτο hy   
Μπορεί να δειχκεί ότι οι λφςεισ ςτα παραπάνω προβλιματα ςυνοριακϊν τιμϊν είναι : 
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 
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* * * * * *
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cosh
( )
cosh
cosh
tanh( ) cosh( )
( ) ( ) , 1
1 sinh( )
1
( ) sec ( ) ( coth( ) 1)cosh( ) sinh( ) , 1
2
i
y
y
F y
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h
Sc h y Sc
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G y h h h h y y y Sc




  
  
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  
    
    

      
 
όπου  


Sc  
είναι ο μιγαδικόσ αριθμόσ Schmidt. ( 1sec ( ) cosh( )h x x  ) 
΢τθν προκειμζνθ περίπτωςθ το R (που ςτο εξισ κα ςυμβολίηεται με Rv για το ιξωδοελαςτικό ρευςτό) 
μπορεί να υπολογιςτεί από τθ ςχζςθ : 
2
4 24
V
P
R I
h 
  
όπου :  
h
h
G G
I dy
y y


 

 
 . 
Πράγματι, κατά τελείωσ παρόμοιο τρόπο με τθ μζκοδο του Watson, προκφπτει ότι : 
2
4 22
V
S
P
R G Gdxdy
A 
        όπου hA 2  
οπότε αφοφ     
G
G j
y

 

     και    
_ G
G j
y

 

   είναι : 
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Τπολογιςμόσ του RV ςτην περίπτωςη που  1Sc δηλαδή αν   . 
Με βάςθ τουσ υπολογιςμοφσ που παρουςιάηονται αναλυτικά ςτο Παράρτθμα, το RV βρίςκεται ίςο 
με  
22 6
2 2 21 2
14 262 2
4 1
tanh( ) ( 1) 2( 1)
1
V
ScP h
R h Sc
Sc
 
   
  
    
 
 
όπου είναι θ μιγαδικι κινθματικι ςυνεκτικότθτα θ: 
"'  i . 
και επίςθσ οι ποςότθτεσ ςτθν εξίςωςθ αυτι είναι  
11 1 222 2
1 1 1" "2 2 2
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 
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Ο τφποσ αυτόσ είναι όμοιοσ με το τφπο (70) του Watson, όπωσ φαίνεται από τα παρακάτω, όταν θ 
κινθματικι ςυνεκτικότθτα είναι πραγματικόσ αρικμόσ, που είναι ταυτόςθμοσ αν RSc . 
Αν είναι RRSc     τότε 21 1, 


 

 oScScSc  αφοφ Ri  
"'  
και ' 0   και επίςθσ 
2
1
2









 h . Εδϊ το β είναι θ αδιάςτατθ ςυχνότθτα όπωσ ορίηεται 
ςτθν εργαςία του Watson. Επίςθσ είναι 
1 1
2 2
oSc Sc    . 
Οπότε ο ςυντελεςτισ αφξθςθσ του ςυντελεςτι διάχυςθσ, ο οποίοσ για το νευτϊνειο ρευςτό 
ςυμβολίηεται ωσ RN,  
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   
 
 
 
22 6
2 2 21 2
14 262 2
22 6
2 2 1
22 4 6 2
22 6
12 4 6 2
2
4 1
tanh( ) 1 2 1
1
4 1
tanh( ) 1
1
2 sinh4 1 cosh( ) cos( ) 1 sinh( ) sin( ) 1
cosh( ) cos( ) 2 cosh( ) cos( )1
N
o
o
o
o o
oo o
ScP h
R h Sc
Sc
ScP h
h Sc
Sc
Sc ScP h
ScSc Sc
 
   

   
   
        
  
     
 

 

 

 
 
1 1
2 2
1 1
2 2
1
22 6 2 621
2
2 4 6 6 2 2 42
( ) sin( )
cosh( ) cos( )
( ) ( )4 1 cosh( ) cos( ) 4 cosh( ) cos( )
( ) ( )
cosh( ) cos( ) cosh( ) cos( ) 11
o o
o o
o o
o
oo
Sc Sc
Sc Sc
Sc C C ScP h P h
C C Sc
ScSc
 
 
    
 
         
 
  
  
   
    
 
Δθλαδι, προκφπτει : 
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Είναι δυνατόν να εκφραςτεί ο ςυντελεςτισ αφξθςθσ RV ςε ςυνάρτθςθ με τον όγκο εμβολιςμοφ, για 
τον οποίο μπορεί να δειχκεί εφκολα ότι για το μοντζλο του ρευςτοφ που χρθςιμοποιοφμε και τον 
τφπο τθσ ροισ που μελετάται δίδεται από τθν ζκφραςθ  
 


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2
 
 
 Από τθν οποία προκφπτει θ πολφ ςθμαντικι ςχζςθ που ςυνδζει τθν εφαρμοηόμενθ κλίςθ πίεςθσ με 
τον όγκο εμβολιςμοφ : 
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Επομζνωσ για να εκφραςτεί το RV ςε ςυνάρτθςθ με τον όγκο εμβολιςμοφ V1 διαιροφμε τισ 
εκφράςεισ τουσ και τελικϊσ προκφπτει ότι το ποςοςτό αφξθςθσ του ςυντελεςτι διάχυςθσ είναι : 
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Για 121   προκφπτουν οι εκφράςεισ (72) και (73) του Watson, όπωσ και αναμζνεται. 
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Για 0 είναι 
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που δίνει τθν οριακι ζκφραςθ : 
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που δίνει τθν οριακι ζκφραςθ 
2
1
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1


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




V
RV  θ οποία είναι ακριβϊσ θ ίδια για το νευτϊνειο 
ρευςτό (τφποσ 78 του Watson). 
 
3.3  Αποτελζςματα και ςυμπεράςματα 
I. Μεταβλητζσ 
΢φμφωνα με τισ παραπάνω ςχζςεισ που προζκυψαν για τθ κατανομι τθσ ταχφτθτασ ςτο κανάλι και 
για το ποςοςτό αφξθςθσ του ςυντελεςτι μοριακισ διάχυςθσ R, ο οποίοσ ωσ γνωςτόν ορίηεται από τθ 
ςχζςθ : 
)1( RK   
Εξάγεται το ςυμπζραςμα ότι οι ςθμαντικότερεσ μεταβλθτζσ για το ςυγκεκριμζνο πρόβλθμα είναι θ 
αδιάςτατθ ςυχνότθτα που ονομάηεται αρικμόσ Womersley, και ο οποίοσ ορίηεται ωσ  : 
 
2
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2









 h  
και οι αδιάςτατοι αρικμοί του Weissenberg : 
 2211 ,  wewe  
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΢τα παρακάτω είναι χριςιμο να οριςτεί θ αδιάςτατθ ποςότθτα που ονομάηουμε  αριθμό Taylor : 
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Όλεσ οι κφριεσ μεταβλθτζσ του προβλιματοσ εξαρτϊνται από αυτζσ τισ μεταβλθτζσ όπωσ 
παρουςιάηεται αμζςωσ παρακάτω. 
Η παράμετροσ 
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όπου με Sco ςυμβολίηεται ο πραγματικόσ αρικμόσ Schmidt (με Sc ςυμβολίηεται ο μιγαδικόσ αρικμόσ 
Schmidt). 
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οπότε προκφπτουν οι ςχζςεισ : 
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Επίςθσ, από τα παραπάνω προκφπτει ότι : 
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Αν είναι we1=we2 ι ξ1=ξ2=1 τότε ο We είναι πραγματικόσ αρικμόσ. Οπότε το ιξωδοελαςτικό και το 
νευτϊνειο ρευςτό ςυμπεριφζρονται με τον ίδιο ακριβϊσ τρόπο. 
Αν ο We είναι φανταςτικόσ αρικμόσ τότε κα είναι WeWe )Im( από τθν οποία προκφπτει ότι 
we1we2=-1. Επομζνωσ αν είναι we1>0 τότε Im( ) 0We δθλαδι WeWe )Im(  και κατά 
ςυνζπεια ξ1=0 και 22  ,ενϊ ςτθν αντίκετθ περίπτωςθ είναι ξ2=0 και 21  .Πάντωσ, είναι 
προφανζσ ότι φυςικό νόθμα ζχουν μόνο οι κετικοί αρικμοί Weissenberg. 
 
II.΢υναρτηςιακζσ ςχζςεισ μεταξφ των κυρίων μεγεθϊν 
Παρουςιάηονται ςυνοπτικά και με κατάλλθλο τρόπο οι ςυναρτθςιακζσ ςχζςεισ που λφνουν το 
πρόβλθμα τθσ ροισ και τθσ διαςποράσ μιασ ουςίασ και για τισ δυο περιπτϊςεισ ρευςτϊν 
(ιξωδοελαςτικοφ και νευτϊνειου) ϊςτε να είναι δυνατι θ ςυγκριτικι μελζτθ του φαινομζνου. Οι 
εκφράςεισ για το νευτϊνειο ρευςτό προκφπτουν αν τεκοφν  ςτουσ αντίςτοιχουσ τφπουσ για το 
ιξωδοελαςτικό οι τιμζσ ξ1=ξ2=1 ι ιςοδφναμα we1=we2 και ξ=β. 
Οι τφποι διαχωρίηονται ουςιαςτικά ςε αυτοφσ που εκφράηουν τα μεγζκθ ςε ροζσ όπου κακορίηεται 
θ κλίςθ τθσ πίεςθσ και ςε αυτοφσ που εκφράηουν τα μεγζκθ ςε ροζσ όπου κακορίηεται ο όγκοσ 
εμβολιςμοφ . 
Κατανομή ταχφτητασ 
Για ροζσ όπου κακορίηεται θ κλίςθ τθσ πίεςθσ, θ αδιάςτατθ κατανομι τθσ ταχφτθτασ  W εκφράηεται 
από τθ ςχζςθ: 
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Για ροζσ όπου κακορίηεται ο όγκοσ εμβολιςμοφ, θ αδιάςτατθ κατανομι τθσ ταχφτθτασ  W για 
δοςμζνο αδιάςτατο όγκο εμβολιςμοφ 2)2( h
V  εκφράηεται από τθ ςχζςθ . 
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Όπου vf  δίνεται από τθ ςχζςθ: 
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Εκφράςεισ του R (βλ. παράγραφο 3.2) 
Για ροζσ όπου κακορίηεται θ κλίςθ τθσ πίεςθσ, μια κατάλλθλθ ζκφραςθ για το R που να δείχνει τθν 
εξάρτθςθ του από τισ μεταβλθτζσ β,we1,we2 προκφπτει από τθ ςχζςθ 
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    
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Αν τεκεί Wev   οπότε : 
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Σότε μποροφμε να γράψουμε : 
),,;( 21142
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weweScT
hP
R oVV 

  
όπου: 
2
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1 1 2 14 26 2
1 4
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T Sc we we h Sc
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  
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 
   
     
   
 
για 0  που ςυνεπάγεται 0  θ ςυνάρτθςθ παίρνει τθ μορφι  
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Ωσ  αριθμόσ Taylor ορίηεται θ αδιάςτατθ ποςότθτα : 
3
2
Ph
Ta

 . 
Για ροζσ όπου κακορίηεται ο όγκοσ εμβολιςμοφ θ κατάλλθλθ ζκφραςθ για το R είναι θ ςχζςθ  
4
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1
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h
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όπου :  
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για 0  που ςυνεπάγεται 0  θ ςυνάρτθςθ παίρνει τθ μορφι  
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Όςον αφορά το νευτϊνειο ρευςτό (ςφμφωνα με τα αποτελζςματα του Watson), θ κατανομι 
ταχφτθτασ και οι εκφράςεισ του R προκφπτουν από τουσ αντίςτοιχουσ τφπουσ του ιξωδοελαςτικοφ 
όταν τεκεί we1=we2 , δθλαδι ξ1=ξ2=1 και β ξ. 
Σο R εκφράηεται ςε ςυνάρτθςθ με τον αρικμό Taylor με τον παρακάτω τφπο, 
 
 
   
   
   
 
1
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40 0
cosh cos4
, cosh cos 1
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945 1980
NN
N
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R ScR Sc
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  
   

 

 
  
   
  
   
  
 
Ζνα διάγραμμα ςε ςυνάρτθςθ του αρικμοφ Taylor, που είναι χριςιμο για να αναδειχκοφν οριςμζνα 
χαρακτθριςτικά τθσ εξάρτθςθσ του R από τθν αδιάςτατθ ςυχνότθτα όταν αυτι γίνεται πολφ μεγάλθ 
προκφπτει από τισ εξιςϊςεισ : 
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R Ta  
Σο RN υπολογίηεται ςε ςυνάρτθςθ με τον αδιάςτατο όγκο εμβολιςμοφ από τον τφπο (73) του Watson 
και από τον τφπο : 
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Ο τφποσ (77) του Watson είναι λάκοσ. Είναι λοιπόν, 
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IΙI.Παρουςίαςη αποτελεςμάτων 
Η παρουςίαςθ μπορεί να γίνει είτε για τθν τιμι του λόγου )1( R
K


είτε για το R , για το οποίο 
είναι αξιοςθμείωτο το γεγονόσ ότι εξαρτάται ςε κάκε περίπτωςθ από το τετράγωνο των αδιάςτατων 
παραμζτρων (Taylor, αδιάςτατου όγκου εμβολιςμοφ). 
Αρχικά μποροφν να παρουςιαςτοφν για το νευτϊνειο ρευςτό (για το οποίο υπενκυμίηεται ότι το RN 
είναι κετικόσ): 
 Διαγράμματα για το  2 2 ;N N oTa R Ta R Sc
   δθλαδι ςε ςυνάρτθςθ με τθν αδιάςτατθ 
ςυχνότθτα και παράμετρο Sco και αφοροφν ροζσ γα τισ οποίεσ κακορίηεται θ κλίςθ τθσ 
πίεςθσ, θ οποία εκφράηεται μζςω του αρικμοφ Taylor. 
 Διαγράμματα για το 
   
 
2 2
2 2
;
2 2
N N o
V V
R R Sc
h h

 
      
   
      
 που αφοροφν ροζσ για τισ 
οποίεσ κακορίηεται ο όγκοσ εμβολιςμοφ, ο οποίοσ εκφράηεται μζςω τθσ παραμζτρου 
 22h
V
. 
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Για το ιξωδοελαςτικό ρευςτό  είναι δυνατό να δοκοφν διαγράμματα του 
N
V
R
R
ςε ςυνάρτθςθ με 
τθν αδιάςτατθ ςυχνότθτα β και παραμζτρουσ τα Sco,we1 και we2 , με το ίδιο ςκεπτικό όπωσ και 
παραπάνω. Όλεσ οι ςυναρτιςεισ που εμφανίηονται είναι τθσ μορφισ  
f(β, Scο, we1, we2).  
 
Επειδι είναι 
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Επομζνωσ αν κζςουμε : 
1
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2
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De
h
v
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h



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τότε μποροφμε να γράψουμε f(β,Scο,we1,we2) = g(β,Scο,De1,De2). Επομζνωσ, τα παρακάτω 
διαγράμματα μποροφν να λθφκοφν είτε με παραμζτρουσ τα Scο, we1, we2 είτε με τα Scο, De1, De2 . 
Ο αδιάςτατοσ αρικμόσ ομοιότθτασ De ονομάηεται αριθμόσ Deborah  ή αριθμόσ ελαςτικότητασ 
(Elasticity Number). 
Αναλυτικότερα, μποροφν να παρουςιαςτοφν : 
 Διαγράμματα του 
TaylorN
V
R
R






, δθλαδι του λόγου των ποςοςτϊν αφξθςθσ του ςυντελεςτι 
μοριακισ διάχυςθσ, όταν το RN και το RV υπολογίηονται με τον ίδιο αρικμό Taylor. 
 Διαγράμματα του 
  




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



2
2h
VN
V
R
R
, δθλαδι του λόγου των ποςοςτϊν αφξθςθσ του ςυντελεςτι 
μοριακισ διάχυςθσ, όταν το RN και το RV υπολογίηονται με τον ίδιο αρικμό αδιάςτατου 
όγκου εμβολιςμοφ. 
Ενδιαφζρουςεσ είναι οι ςχζςεισ μεταξφ αυτϊν των ποςοτιτων, γιατί όπωσ κα δειχκεί αμζςωσ 
παρακάτω οι μεταξφ τουσ λόγοι είναι ανεξάρτθτοι του  Scο . 
Είναι : 
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 (βλ. παράρτθμα υπολογιςμοφ Rv ςε ςυνάρτθςθ του όγκου εμβολιςμοφ) και ορίηουμε επίςθσ τισ 
αντίςτοιχεσ ποςότθτεσ για το νευτϊνειο ρευςτό : 
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Σότε προκφπτουν οι παρακάτω ςχζςεισ  : 
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Επομζνωσ, άμεςα φαίνεται ότι : 
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Σελικϊσ, ςε καταςτάςεισ ενδιαφζροντοσ (β, we1, we2) είτε (β, De1, De2) είναι δυνατόν να δοκοφν 
διαγράμματα για τθν κατανομι τθσ ταχφτθτασ επί τθσ διατομισ του καναλιοφ ϊςτε να γίνει 
ςυςχζτιςθ του μεγζκουσ του R με τθν κίνθςθ του ρευςτοφ. Αυτό μπορεί να γίνει με ςκοπό να 
διαπιςτωκεί κατά πόςον παράμετροι τθσ κατανομισ τθσ ταχφτθτασ επθρεάηουν το R και πωσ αυτζσ 
οι παράμετροι εξαρτϊνται από τισ ιδιότθτεσ του ρευςτοφ. 
΢τθ ςυνζχεια κα παρουςιαςτοφν διαγράμματα όπωσ περιγράφονται παραπάνω με τθν εξισ λογικι : 
επειδι δεν ζχουμε ακριβι ςτοιχεία για τιμζσ των ςτακερϊν του μοντζλου του Jeffreys που να ζχουν 
ταχτοποιθκεί με τθ ςυμπεριφορά του αίματοσ, κα εξεταςτεί θ επίδραςθ που ζχει ςτο μζγεκοσ του 
ποςοςτοφ αφξθςθσ τθσ μοριακισ διάχυςθσ R, το ςχετικό μζγεκοσ των παραμζτρων δθλαδι 
 Αν  λ1>λ2 (τυπικά λαμβάνεται λ2=λ1/2) 
 Αν λ2>λ1 (τυπικά λαμβάνεται λ1=λ2/2) 
Αυτό μπορεί να γίνει κζτοντασ 2
2
1 
we
we
 είτε κζτοντασ 2
2
1 
De
De
 για τθν πρϊτθ περίπτωςθ και 
ανάλογα για τθ δεφτερθ. ΢θμειϊνεται ότι οι W.M.Phillips και S.Deutsch (1975) ςτθν εργαςία τουσ 
λαμβάνουν περίπου τθν ίδια τιμι για το λόγο   
2
1


. 
Συπικζσ τιμζσ για τισ παραμζτρουσ του αίματοσ κα μποροφςαν να λθφκοφν οι παρακάτω 
 ΢υνεκτικότθτα 
2
3 sec1044
m
Newton
cP

   
 Πυκνότθτα 3
3
1,06 10
kg
m
    
 Κινθματικι ςυνεκτικότθτα 
2
63,744 10
sec
m
v


    
 Συπικά κα λθφκεί  
2
95 10
sec
m
    οπότε Sc0=754,717. 
Συπικζσ τιμζσ για τισ χρονικζσ ςτακερζσ λαμβάνονται τθσ τάξθσ του ενόσ δευτερολζπτου π.χ. αν λ1=1 
sec και υποκζςουμε ότι αναφερόμαςτε ςε κανάλι πλάτουσ 10μm, τότε h=5μm τότε προκφπτει θ 
τυπικι τιμι 41 7,547 10De   . 
Βζβαια, κρίςιμθ είναι θ ταυτοποίθςθ των τριϊν ρεολογικϊν παραμζτρων του μοντζλου του Jeffreys 
και προσ αυτι τθν κατεφκυνςθ οι παραπάνω τιμζσ μποροφν να λθφκοφν ωσ μία βάςθ ωσ προσ τθν 
οποία να επιλεγοφν τελικά αποδεκτζσ τιμζσ για τα λ1 , λ2 και μ , διότι από μια διαδικαςία 
τακτοποίθςθσ αναμζνεται να προκφψουν αρκετζσ τριάδεσ τιμϊν των παραμζτρων που να 
ικανοποιοφν τα τυχόν κριτιρια ταυτοποίθςθσ, δθλαδι να προςεγγίηουν τθ ςυμπεριφορά του 
αίματοσ. Επειδι, όπωσ αναφζρκθκε και ςτθν προθγοφμενθ παράγραφο, δεν είναι δυνατόν ςτθ 
παροφςα φάςθ να ταυτοποιθκοφν οι ρεολογικζσ παράμετροι του μοντζλου κα γίνει μια ςυγκριτικι 
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μελζτθ του τρόπου με τον οποίο διαςπείρεται θ ουςία μζςα ςε ζνα νευτϊνειο και ςτο 
ιξωδοελαςτικό ρευςτό του Jeffreys. Προσ αυτι τθν κατεφκυνςθ είναι ενδιαφζρον να παρουςιαςτοφν 
τα αποτελζςματα για όςο το δυνατόν μεγαλφτερο εφροσ μεταβολισ των ςχετικϊν παραμζτρων. Σα 
ςχετικά διαγράμματα παρουςιάηονται ςτα επόμενα φφλλα. 
΢υμπεράςματα 
΢τα παρακάτω ςθμειϊνεται ότι ο αδιάςτατοσ όγκοσ 
 22h
V
 και ο αρικμόσ Taylor για το νευτϊνειο 
ρευςτό  κα ςυμβολίηονται ΟΝ και TaN αντίςτοιχα, ενϊ για το ιξωδοελαςτικό κα ςυμβολίηονται ΟV και 
TaV . 
 
Δ1. Νευτϊνειο ρευςτό. Διάφορεσ τιμζσ του αριθμοφ Sc.     
Διάγραμμα Α 
Είναι  1 0 2,
N
N
R
T Sc
Ta
  .Αν υποτεκεί ότι Ta const  τότε για 0  προκφπτει ότι 
0NR const   δθλαδι τείνει προσ μία ςτακερι ποςότθτα που φαίνεται ότι είναι και μζγιςτθ, 
γεγονόσ που είναι λογικό αφοφ για 0 με Taylor = const ο αδιάςτατοσ όγκοσ γίνεται άπειρθ 
ποςότθτα. Για  με Taylor = const προκφπτει ότι 0NR και ςε αυτι τθ περίπτωςθ ο 
αδιάςτατοσ όγκοσ τείνει επίςθσ προσ το μθδζν, γεγονόσ που ςθμαίνει ότι οι ταχφτθτεσ των ςτοιχείων 
του ρευςτοφ τείνουν να γίνουν επίςθσ μθδενικζσ. Επομζνωσ, θ ουςία διαςπείρεται κατά κφριο λόγο 
εξαιτίασ τθσ αξονικισ διάχυςθσ. Η διαςπορά τθσ ουςίασ φαίνεται ότι είναι τόςο μεγαλφτερθ όςο 
μεγαλφτεροσ είναι ο αρικμόσ Schmidt, γεγονόσ που ςθμαίνει ότι είτε θ κινθματικι ςυνεκτικότθτα 
του ρευςτοφ είναι μεγάλθ είτε ο ςυντελεςτισ μοριακισ διάχυςθσ είναι μικρόσ. Αν εξετάηουμε ζνα 
ρευςτό και μζςα ςε αυτό διάφορεσ διαλυμζνεσ ουςίεσ που θ κάκε μία ζχει διαφορετικό ςυντελεςτι 
μοριακισ διάχυςθσ τότε το αποτζλεςμα είναι λογικό, γιατί όςο μεγαλφτεροσ είναι ο ςυντελεςτισ 
μοριακισ διάχυςθσ τόςο περιςςότερο ζντονα διαχζεται προσ τθν ακτινικι κατεφκυνςθ θ ουςία και 
επομζνωσ θ διαςπορά τθσ προσ τθν αξονικι κατεφκυνςθ μειϊνεται. ΢τθ περίπτωςθ που εξετάηουμε 
διαφορετικά ρευςτά για μια ουςία θ οποία ςε όλα ςυμβαίνει να ζχει τον ίδιο ςυντελεςτι μοριακισ 
διάχυςθσ, τότε προκφπτει ότι όςο μεγαλφτερθ είναι  θ κινθματικι ςυνεκτικότθτα τόςο μεγαλφτερθ 
είναι θ διαςπορά τθσ ουςίασ. Αυτό μπορεί να εξθγθκεί από το γεγονόσ ότι για ςτακερό αρικμό 
Taylor, όςο μεγαλφτερθ είναι θ κινθματικι ςυνεκτικότθτα τόςο μεγαλφτερεσ είναι οι ταχφτθτεσ των 
ςτοιχείων του ρευςτοφ (βλ. Π2). 
Διάγραμμα Β 
Είναι  
  NN
R
h
V
ScT
1
4
2
02
2
,







 . Αν 
 4
2
2h
V
 = const τότε για 0  προκφπτει ότι 0NR , 
δθλαδι για ςτακερό όγκο εμβολιςμοφ και μικρι ςυχνότθτα θ επαφξθςθ ςτθ διαςπορά τθσ ουςίασ 
είναι αμελθτζα. Αυτό είναι λογικό εφόςον ςε μια τζτοια περίπτωςθ περιμζνει κανείσ εκτόσ από μια 
ωσ επί το πλείςτον ομαλι κατανομι τθσ ταχφτθτασ επί τθσ διατομισ του καναλιοφ επιπλζον ότι οι 
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ταχφτθτεσ κα είναι πάρα πολφ μικρζσ. Αντίκετα για   τότε οι ταχφτθτεσ των ςτοιχείων του 
ρευςτοφ κα πρζπει να τείνουν προσ το άπειρο για  
 4
2
2h
V
 = const, με ςυνζπεια θ διαςπορά τθσ 
ουςίασ να είναι ολοζνα και πιο ζντονθ. Με τθν ίδια λογικι όπωσ και προθγοφμενα, θ διαςπορά τθσ 
ουςίασ προκφπτει ότι είναι τόςο μεγαλφτερθ όςο μεγαλφτεροσ είναι ο αρικμόσ Schmidt. 
Δ2-Δ5.΢φγκριςη τησ διαςποράσ μιασ ουςίασ διαλυμζνησ μζςα ςε ιξωδοελαςτικό και ςε νευτϊνειο 
ρευςτό με παραμζτρουσ τουσ αριθμοφσ Weisenberg, we1 και we2 . 
Αρχικά πρζπει να ςθμειωκεί ότι εφόςον οι αρικμοί Weisenberg παραμζνουν ςτακεροί ςε κάκε ζνα 
από αυτά τα διαγράμματα, αυτό ςθμαίνει ότι για διαφορετικζσ ςυχνότθτεσ ςυγκρίνονται 
διαφορετικά ιξωδοελαςτικά ρευςτά του Jeffreys. Επομζνωσ, τα διαγράμματα αυτά δεν πρζπει να 
κεωροφνται ότι αντιπροςωπεφουν ζνα μόνο ιξωδοελαςτικό ρευςτό, αλλά μια οικογζνεια τζτοιων 
ρευςτϊν. 
΢τισ ςελίδεσ Δ2,Δ4 καταγράφεται αντίςτοιχα, ο τρόποσ μεταβολισ των δφο ςυναρτιςεων  
2
1
1
2
V
V V V
N N NTaylor
N
R
Ta R T
R R T
Ta
 
  
 
 
 
 
 
2
2
2
2
2
2 2
2
2
2
V
V V V
N VN N
h
N
R
V
h R T
R R T
V
h
 
 
  
 
     
  
 
 
  
 
 
ςτθ περίπτωςθ όπου 12
2
1
wewe  , δθλαδι όταν θ ςτακερά χαλάρωςθσ των τάςεων είναι διπλάςια 
από τθ ςτακερά χαλάρωςθσ του ρυκμοφ παραμόρφωςθσ. ΢τισ ςελίδεσ Δ3,Δ5 υπάρχουν τα 
αντίςτοιχα διαγράμματα για τθν περίπτωςθ όπου 21
2
1
wewe  , δθλαδι όταν θ ςτακερά 
χαλάρωςθσ των τάςεων είναι μιςι από τθ ςτακερά χαλάρωςθσ του ρυκμοφ παραμόρφωςθσ. 
1.Για τον ίδιο αρικμό Taylor και για τα ιξωδοελαςτικά ρευςτά και για το νευτϊνειο, προκφπτει  ότι  
2
2 2
2
1 1
NV N
V N
V
OT T
T T O
  
και από τα διαγράμματα φαίνεται πωσ : 
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








21
12
2
2
2
1
,1
2
1
,1
wewe
wewe
O
O
V
N  
Από τα διαγράμματα ςτθ ςελίδα Δ2 (αφοροφν τισ περιπτϊςεισ όπου 12
2
1
wewe  ) προκφπτει ότι RV 
> RN για τον ίδιο αρικμό Taylor και αρκετά μεγάλουσ αρικμοφσ Schmidt. Αυτό το γεγονόσ μπορεί να 
ερμθνευκεί με βάςθ τθν παραπάνω ςχζςθ όπου φαίνεται ότι ο όγκοσ εμβολιςμοφ του 
ιξωδοελαςτικοφ ρευςτοφ είναι μεγαλφτεροσ από τον όγκο εμβολιςμοφ του νευτϊνειου για τθν ίδια 
ςυχνότθτα. Είναι περίεργο όμωσ το γεγονόσ ότι για μικρά (Sc) και μεγάλεσ ςχετικά τιμζσ τθσ 
αδιάςτατθσ ςυχνότθτασ του Womersley, θ διαςπορά ςτθν περίπτωςθ του νευτϊνειου είναι 
μεγαλφτερθ από ότι ςτθν περίπτωςθ του ιξωδοελαςτικοφ, ενϊ ιςχφει Ον > ΟΝ .Περιμζνει κανείσ ότι 
για μικρά (Sc) ο ςυντελεςτισ μοριακισ διάχυςθσ (κ) κα είναι μεγάλοσ και κατά ςυνζπεια ότι θ 
ςυγκζντρωςθ τθσ ουςίασ κα είναι αρκετά αυξθμζνθ ςε περιοχζσ κοντά ςτα τοιχϊματα του αγωγοφ. 
Επομζνωσ, κα πρζπει ςε αυτι τθ περίπτωςθ να είναι αρκετά μεγαλφτερεσ οι ταχφτθτεσ του 
νευτϊνειου ρευςτοφ από τισ ταχφτθτεσ του ιξωδοελαςτικοφ ρευςτοφ για περιοχζσ κοντά ςτα 
τοιχϊματα, τόςο περιςςότερο μάλιςτα όςο αυξάνεται θ αδιάςτατθ ςυχνότθτα. 
Αντίκετα ςτθ περίπτωςθ όπου 21
2
1
wewe  είναι ΟΝ > Ον .Φαίνεται από τα διαγράμματα ςτθ 
ςελίδα Δ3, ότι όπωσ είναι φυςικό για μικρζσ ςυχνότθτεσ και για οποιοδιποτε (Sc), θ διαςπορά τθσ 
ουςίασ είναι μεγαλφτερθ για το νευτϊνειο ρευςτό από ότι για οποιοδιποτε ιξωδοελαςτικό. Με τθ 
μείωςθ όμωσ του (Sc) και τθν αφξθςθ τθσ ςυχνότθτασ, προκφπτει ότι θ διαςπορά τθσ ουςίασ μπορεί 
να γίνει μεγαλφτερθ για τθν περίπτωςθ του ιξωδοελαςτικοφ ρευςτοφ από ότι ςτθ περίπτωςθ του 
νευτϊνειου ρευςτοφ, παρά το γεγονόσ ότι ΟΝ > Ον. Πρζπει να δεχκεί κανείσ ότι οι ταχφτθτεσ του 
ιξωδοελαςτικοφ ρευςτοφ για μεγάλεσ ςυχνότθτεσ είναι πολφ μεγαλφτερεσ από αυτζσ του 
νευτϊνειου ρευςτοφ για περιοχζσ κοντά ςτα τοιχϊματα.  
2.Από τα διαγράμματα ςτθ ςελίδα Δ4, προκφπτει ότι για ίδιο και ςτακερό όγκο εμβολιςμοφ ΟΝ = Ον, 
θ διαςπορά τθσ ουςίασ είναι αυξθμζνθ ςε ςχζςθ με τθ διαςποράσ το νευτϊνειο ρευςτό για όλεσ τισ 
αδιάςτατεσ ςυχνότθτεσ για μεγάλα (Sc) και μειϊνεται με τθ μείωςθ του (Sc), όπου μπορεί να φτάςει 
να είναι και μικρότερθ από τθ διαςπορά ςτο νευτϊνειο ρευςτό (ςε μεγάλεσ αδιάςτατεσ ςυχνότθτεσ). 
Σο αξιοπερίεργο γεγονόσ και ςτθ περίπτωςθ αυτι είναι ότι, παρόλο που ο αδιάςτατοσ όγκοσ 
εμβολιςμοφ είναι ο ίδιοσ και για τισ δφο περιπτϊςεισ ρευςτϊν, θ διαςπορά τθσ ουςίασ διαφζρει. 
Λογικά, για μεγάλα (Sc) περιμζνει κανείσ ότι θ ςυγκζντρωςθ τθσ ουςίασ κα είναι μεγαλφτερθ προσ 
το κζντρο του αγωγοφ από ότι ςε μικρά (Sc).  
Επομζνωσ, φαίνεται ότι ςτθν περίπτωςθ που 12
2
1
wewe  κα πρζπει θ ταχφτθτα του 
ιξωδοελαςτικοφ ρευςτοφ για μεγάλεσ ςυχνότθτεσ να είναι μεγαλφτερθ ςτθν κεντρικι περιοχι του 
αγωγοφ από τισ ταχφτθτεσ του νευτϊνειου, οι οποίεσ κα πρζπει να είναι μεγαλφτερεσ από αυτζσ του 
ιξωδοελαςτικοφ ςε περιοχζσ κοντά ςτα τοιχϊματα. Πράγματι, θ άποψθ αυτι ενιςχφεται από το ότι 
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για μικρά (Sc) θ διαςπορά τθσ ουςίασ γίνεται μεγαλφτερθ για το νευτϊνειο ρευςτό, από ότι ςτο 
ιξωδοελαςτικό για τον ίδιο όγκο εμβολιςμοφ. 
Ακριβϊσ παρόμοια είναι θ εξιγθςθ των διαγραμμάτων ςτθ ςελίδα Δ5 που αφοροφν τθν περίπτωςθ 
όπου 21
2
1
wewe  . ΢τθ περίπτωςθ αυτι οι ταχφτθτεσ του ιξωδοελαςτικοφ ρευςτοφ κα πρζπει να 
είναι μεγαλφτερεσ από αυτζσ του νευτϊνειου ρευςτοφ για μεγάλεσ ςυχνότθτεσ κοντά ςτα τοιχϊματα 
και μικρότερεσ ςε περιοχζσ κοντά ςτο κζντρο του αγωγοφ. 
Αυτζσ οι εξθγιςεισ ςυμφωνοφν με τισ αντίςτοιχεσ απόψεισ ςτο 1. 
 
Δ6-Δ9.΢φγκριςη τησ διαςποράσ μιασ ουςίασ διαλυμζνησ μζςα ςε ιξωδοελαςτικό και ςε νευτϊνειο 
ρευςτό με παραμζτρουσ τουσ αριθμοφσ De1 και De2.  
Αντίκετα με τα προθγοφμενα διαγράμματα με παραμζτρουσ τουσ αρικμοφσ Weisenberg, όπου 
ςυγκρίνεται μια οικογζνεια ιξωδοελαςτικϊν ρευςτϊν, ςτα διαγράμματα με παραμζτρουσ τουσ 
αρικμοφσ De1,De2 είναι δυνατόν να κεωρθκεί ότι αντιπροςωπεφεται ζνα μόνο ιξωδοελαςτικό 
ρευςτό για διαφορετικζσ ςυχνότθτεσ ταλάντωςθσ του μζςα ςτο κανάλι. 
΢τα διαγράμματα αυτά παρουςιάηονται οι ίδιεσ ακριβϊσ ςυναρτιςεισ όπωσ και προθγοφμενα. 
Η ςθμαντικότερθ παρατιρθςθ ζγκειται ςτο γεγονόσ ότι φαίνεται πωσ ζχει πολφ μεγαλφτερθ 
ςθμαςία ο λόγοσ των αρικμϊν De1,De2 παρά το απόλυτο μζγεκοσ τουσ, τουλάχιςτον για μια περιοχι 
τιμϊν από 10-105. Επίςθσ, φαίνεται πωσ για μεγάλουσ αρικμοφσ Weisenberg, οι ςυναρτιςεισ ςτα 
προθγοφμενα διαγράμματα με παραμζτρουσ τα we1,we2 τείνουν να γίνουν ίδιεσ με αυτζσ όπου ωσ 
ςτακερζσ λαμβάνονται τα De1,De2. 
Είναι ενδιαφζρον να παρατθριςει κανείσ ότι για ςτακερό λόγο De2/De1 και αυξανόμενου του 
απόλυτου μεγζκουσ των παραμζτρων, θ ςυνάρτθςθ Σν1/ΣΝ1 τείνει να γίνει αςυνεχισ. 
Προκφπτουν ακριβϊσ τα ίδια ςυμπεράςματα όπωσ και για τα διαγράμματα Δ2-Δ5. 
 
Δ10-Δ16.΢φγκριςη τησ διαςποράσ μιασ ουςίασ διαλυμζνησ μζςα ςε ιξωδοελαςτικό και ςε 
νευτϊνειο ρευςτό με παραμζτρουσ τουσ αριθμοφσ De1 και De2 ,για διάφορεσ τιμζσ του λόγου 
τουσ. 
Συπικά λαμβάνεται θ περίπτωςθ Sc = 1.1 .Ανάλογα ςυμπεράςματα ακριβϊσ κα ιςχφουν και για τισ 
περιπτϊςεισ διαφορετικϊν τιμϊν. 
Από τα διαγράμματα ςτθ ςελίδα Δ10 προκφπτει ότι όςο περιςςότερο αποκλίνει θ ςυμπεριφορά του 
ρευςτοφ Jeffreys από αυτι ενόσ νευτϊνειου ρευςτοφ, δθλαδι όςο ο λόγοσ  De1/De2 διαφζρει από τθ 
μονάδα τόςο περιςςότερο διαφζρει ο τρόποσ με τον οποίο γίνεται θ διαςπορά τθσ ουςίασ. 
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Προκφπτει από το πρϊτο πάνω αριςτερά διάγραμμα ότι για μικρζσ ςυχνότθτεσ πωσ όςο μικρότεροσ 
γίνεται ο λόγοσ De2/De1 ,τόςο περιςςότερο αυξθμζνθ είναι θ διαςπορά τθσ ουςίασ για το 
ιξωδοελαςτικό ρευςτό, γεγονόσ που είναι λογικό. 
Όμωσ ςε μεγαλφτερεσ ςυχνότθτεσ προκφπτει ότι θ διαςπορά τθσ ουςίασ είναι μικρότερθ για 
μικρότερο λόγο De2/De1 ,γεγονόσ που είναι αξιοπερίεργο γιατί ενϊ ο όγκοσ εμβολιςμοφ και θ 
ςυχνότθτα αυξάνονται θ διαςπορά τθσ ουςίασ μειϊνεται. Επειδι γενικά αναμζνεται θ ςυγκζντρωςθ 
τθσ ουςίασ να είναι πάντα μεγαλφτερθ προσ τισ κεντρικζσ περιοχζσ του αγωγοφ παρά προσ τα 
τοιχϊματα, κα πρζπει το ιξωδοελαςτικό ρευςτό να ρζει πολφ εντονότερα κοντά ςτα τοιχϊματα για 
υψθλζσ ςυχνότθτεσ όςο ο λόγοσ De2/De1 μειϊνεται. 
Αυτό προκφπτει και από το πάνω δεξιά διάγραμμα, όπου φαίνεται ότι για τον ίδιο αδιάςτατο όγκο 
εμβολιςμοφ, θ διαςπορά τθσ ουςίασ μειϊνεται όςο μειϊνεται ο λόγοσ De2/De1 . 
Για τα διαγράμματα ςτθ ςελίδα Δ11 ιςχφουν ανάλογα ςυμπεράςματα. Η ςυμπεριφορά του 
ιξωδοελαςτικοφ ρευςτοφ ςτθν περίπτωςθ αυτι είναι αντίςτροφθ. 
Οι απόψεισ που παρουςιάςτθκαν επιβεβαιϊνονται από τα διαγράμματα που παρουςιάηονται ςτισ 
επόμενεσ ςελίδεσ από Δ12-Δ16. 
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ΔΙΑΓΡΑΜΜΑΣΑ Δ1 
 
Δ1Α 
Διαγράμματα του λόγου :  12 ,N N o
R
T Sc
Ta
  
΢ε ςυνάρτθςθ τθσ αδιάςτατθσ ςυχνότθτασ του Womersley : 
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v
h

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Παράμετροσ : ο αρικμόσ Schmidt, o
v
Sc

 . 
 
Κατακόρυφοσ Άξονασ : Λογαρικμικόσ 
Οριηόντιοσ Άξονασ : Γραμμικόσ 
 
 
Δ1Β 
Διαγράμματα του λόγου : 
 
 oNN ScTR
h
V
,
2
2
1
4
2








 
΢ε ςυνάρτθςθ τθσ αδιάςτατθσ ςυχνότθτασ του Womersley: 
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2
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



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v
h

  
Παράμετροσ : ο αρικμόσ Schmidt, o
v
Sc

 . 
 
Κατακόρυφοσ Άξονασ : Γραμμικόσ 
Οριηόντιοσ Άξονασ : Γραμμικόσ 
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Δ1 
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ΔΙΑΓΡΑΜΜΑΣΑ Δ2 
 
΢τα διαγράμματα Δ2 παρουςιάηεται θ ςυνάρτθςθ :  
 
 
2
1 1 21
1 1 0
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V oV V N
N N N V
T Sc we weT R Ta
T T Sc R Ta


  
    
  
 
΢ε ςυνάρτθςθ τθσ αδιάςτατθσ ςυχνότθτασ του Womersley : 
2
1
2







v
h

  
Όπου : 
 
 
1 1 2 2
1 0 2
3
2
, , ,
,
V
V o
V
N
N
N
R
T Sc we we
Ta
R
T Sc
Ta
Ph
Ta






 
 
Παράμετροι είναι : 
1. Ο αρικμόσ Schmidt, 
1000
100
10
1.1
0.1
o
v
Sc




  



 
2. Ο αρικμόσ Weissenberg, 









100
10
1
1.0
01.0
11 we  
3. Ο αρικμόσ Weissenberg, 
2
1
22
we
we    
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Δ2 
 
 
 
΢ε όλα τα διαγράμματα οι τιμζσ που παίρνει το we1 είναι οι 
εξισ : 
we1 = 0.01 
we1 = 0.1 
we1 = 1 
we1 = 10 
we1 = 100 
Οι τιμζσ αντιςτοιχοφν ςτισ καμπφλεσ όπωσ  φαίνεται ςτο 
πρϊτο διάγραμμα. Όςο μεγαλφτερο το we1 τόςο υψθλότερεσ 
τιμζσ λαμβάνει θ ςυνάρτθςθ για τιμζσ του (β) κοντά ςτο 
μθδζν. Επιπλζον όςο μειϊνεται το (Sc) τόςο μικρότερεσ τιμζσ 
λαμβάνει θ ςυνάρτθςθ για μεγάλα (β) 
 
Δ2 
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ΔΙΑΓΡΑΜΜΑΣΑ Δ3 
 
΢τα διαγράμματα Δ3 παρουςιάηεται θ ςυνάρτθςθ :  
 
 
2
1 1 21
1 1 0
; , ,
,
V oV V N
N N N V
T Sc we weT R Ta
T T Sc R Ta


  
    
  
 
΢ε ςυνάρτθςθ τθσ αδιάςτατθσ ςυχνότθτασ του Womersley : 
2
1
2







v
h

  
Όπου : 
 
 
1 1 2 2
1 0 2
3
2
, , ,
,
V
V o
V
N
N
N
R
T Sc we we
Ta
R
T Sc
Ta
Ph
Ta






 
 
Παράμετροι είναι : 
1. Ο αρικμόσ Schmidt, 
1000
100
10
1.1
0.1
o
v
Sc




  



 
2. Ο αρικμόσ Weissenberg, 









100
10
1
1.0
01.0
22 we  
3. Ο αρικμόσ Weissenberg, 
2
2
11
we
we    
 
Άξονεσ : Γραμμικοί 
 67 
Δ3 
 
 
 
 
΢ε όλα τα διαγράμματα οι τιμζσ που παίρνει το we2 είναι οι 
εξισ : 
we2 = 0.01 
we2 = 0.1 
we2 = 1 
we2 = 10 
we2 = 100 
Οι τιμζσ αντιςτοιχοφν ςτισ καμπφλεσ όπωσ  φαίνεται ςτο 
πρϊτο διάγραμμα. Όςο μεγαλφτερο το we1 τόςο υψθλότερεσ 
τιμζσ λαμβάνει θ ςυνάρτθςθ για τιμζσ του (β) κοντά ςτο 
μθδζν. Επιπλζον όςο μειϊνεται το (Sc) τόςο μικρότερεσ τιμζσ 
λαμβάνει θ ςυνάρτθςθ για μεγάλα (β) 
 
Δ3 
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ΔΙΑΓΡΑΜΜΑΣΑ Δ4 
 
΢τα διαγράμματα Δ4 παρουςιάηεται θ ςυνάρτθςθ :  
 
 
2
02
212
2
2
,
,,;













V
N
N
V
N
oV
N
V
O
O
R
R
ScT
weweScT
T
T


 
΢ε ςυνάρτθςθ τθσ αδιάςτατθσ ςυχνότθτασ του Womersley : 
2
1
2







v
h

  
Όπου : 
 
 
 
 202
2212
,
,,,
N
N
N
V
V
oV
O
R
ScT
O
R
weweScT




 
Αδιάςτατοσ όγκοσ εμβολιςμοφ : VO  ι  22h
V
ON   
Παράμετροι είναι : 
1. Ο αρικμόσ Schmidt, 
1000
100
10
1.1
0.1
o
v
Sc




  



 
2. Ο αρικμόσ Weissenberg, 









100
10
1
1.0
01.0
11 we  
3. Ο αρικμόσ Weissenberg, 
2
1
22
we
we    
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Δ4 
 
 
 
 
 
΢ε όλα τα διαγράμματα οι τιμζσ που παίρνει το we1 είναι οι 
εξισ : 
we1 = 0.01 
we1 = 0.1 
we1 = 1 
we1 = 10 
we1 = 100 
 
 
Δ4 
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ΔΙΑΓΡΑΜΜΑΣΑ Δ5 
 
΢τα διαγράμματα Δ5 παρουςιάηεται θ ςυνάρτθςθ :  
 
 
2
02
212
2
2
,
,,;













V
N
N
V
N
oV
N
V
O
O
R
R
ScT
weweScT
T
T


 
΢ε ςυνάρτθςθ τθσ αδιάςτατθσ ςυχνότθτασ του Womersley : 
2
1
2







v
h

  
Όπου : 
 
 
 
 202
2212
,
,,,
N
N
N
V
V
oV
O
R
ScT
O
R
weweScT




 
Αδιάςτατοσ όγκοσ εμβολιςμοφ : VO  ι  22h
V
ON   
Παράμετροι είναι : 
1. Ο αρικμόσ Schmidt, 
1000
100
10
1.1
0.1
o
v
Sc




  



 
2. Ο αρικμόσ Weissenberg, 









100
10
1
1.0
01.0
22 we  
3. Ο αρικμόσ Weissenberg, 
2
2
11
we
we    
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Δ5 
 
 
 
 
 
΢ε όλα τα διαγράμματα οι τιμζσ που παίρνει το we2 είναι οι 
εξισ : 
we2 = 0.01 
we2 = 0.1 
we2 = 1 
we2 = 10 
we2 = 100 
 
Δ5 
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ΔΙΑΓΡΑΜΜΑΣΑ Δ6 
 
΢τα διαγράμματα Δ6 παρουςιάηεται θ ςυνάρτθςθ :  
 
 
2
1 1 21
1 1 0
; , ,
,
V oV V N
N N N V
T Sc De DeT R Ta
T T Sc R Ta


  
    
  
 
΢ε ςυνάρτθςθ τθσ αδιάςτατθσ ςυχνότθτασ του Womersley : 
2
1
2







v
h

  
Όπου : 
 
 
 
 
1 1 2 2
1 0 2
3
2
, , ,
,
V
V o
V
N
N
N
R
T Sc we we
Ta
R
T Sc
Ta
Ph
Ta






  
 
Παράμετροι είναι : 
1. Ο αρικμόσ Schmidt, 
1000
100
10
1.1
0.1
o
v
Sc




  



 
2. Ο αρικμόσ Deborah, 









10
100
1000
10000
100000
2 2
1
1
h
v
De

 
3. Ο αρικμόσ Deborah, 
22
1
2
2
2
De
h
v
De 

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Δ6(Δ9) 
 
 
 
 
΢ε όλα τα διαγράμματα οι τιμζσ που παίρνει το De1 είναι οι 
εξισ : 
De1 = 100000 
De1 = 10000 
De1 = 1000 
De1 = 100 
De1 = 10 
Όςο μεγαλφτερο το De1 τόςο πιο απότομα μεταβάλλεται θ 
ςυνάρτθςθ για τιμζσ του (β) κοντά ςτο μθδζν.              
 
Δ6 
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ΔΙΑΓΡΑΜΜΑΣΑ Δ7 
΢τα διαγράμματα Δ7 παρουςιάηεται θ ςυνάρτθςθ :  
 
 
2
1 1 21
1 1 0
; , ,
,
V oV V N
N N N V
T Sc De DeT R Ta
T T Sc R Ta


  
    
  
 
΢ε ςυνάρτθςθ τθσ αδιάςτατθσ ςυχνότθτασ του Womersley : 
2
1
2







v
h

  
Όπου : 
 
 
1 1 2 2
1 0 2
3
2
, , ,
,
V
V o
V
N
N
N
R
T Sc we we
Ta
R
T Sc
Ta
Ph
Ta






 
 
Παράμετροι είναι : 
1. Ο αρικμόσ Schmidt, 
1000
100
10
1.1
0.1
o
v
Sc




  



 
2. Ο αρικμόσ Deborah, 









10
100
1000
10000
100000
2 2
2
2
h
v
De

 
3. Ο αρικμόσ Deborah, 
22
2
2
1
1
De
h
v
De 

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΢ε όλα τα διαγράμματα οι τιμζσ που παίρνει το De2 είναι οι 
εξισ : 
De2 = 100000 
De2 = 10000 
De2 = 1000 
De2 = 100 
De2 = 10 
Οι ςυναρτιςεισ μεταβάλλονται πιο απότομα όςο το De2 
αυξάνει. 
 
 
Δ7 
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ΔΙΑΓΡΑΜΜΑΣΑ Δ8 
 
΢τα διαγράμματα Δ8 παρουςιάηεται θ ςυνάρτθςθ :  
 
 
2
02
212
2
2
,
,,;













V
N
N
V
N
oV
N
V
O
O
R
R
ScT
DeDeScT
T
T


 
΢ε ςυνάρτθςθ τθσ αδιάςτατθσ ςυχνότθτασ του Womersley : 
2
1
2







v
h

  
Όπου : 
 
 
 
 202
2212
,
,,,
N
N
N
V
V
oV
O
R
ScT
O
R
weweScT




 
Αδιάςτατοσ όγκοσ εμβολιςμοφ : VO  ι  22h
V
ON   
Παράμετροι είναι : 
1. Ο αρικμόσ Schmidt, 
1000
100
10
1.1
0.1
o
v
Sc




  



 
2. Ο αρικμόσ Deborah, 









10
100
1000
10000
100000
2 2
1
1
h
v
De

 
3. Ο αρικμόσ Deborah, 
22
1
2
2
2
De
h
v
De 

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                                          Δ8(Δ11)  
 
 
 
 
 
 
 
΢ε όλα τα διαγράμματα οι τιμζσ που παίρνει το De1 είναι οι 
εξισ : 
De1 = 100000 
De1 = 10000 
De1 = 1000 
De1 = 100 
De1 = 10 
                     
 
  Δ8 
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ΔΙΑΓΡΑΜΜΑΣΑ Δ9 
 
΢τα διαγράμματα Δ9 παρουςιάηεται θ ςυνάρτθςθ :  
 
 
2
02
212
2
2
,
,,;













V
N
N
V
N
oV
N
V
O
O
R
R
ScT
DeDeScT
T
T


 
΢ε ςυνάρτθςθ τθσ αδιάςτατθσ ςυχνότθτασ του Womersley : 
2
1
2







v
h

  
Όπου : 
 
 
 
 202
2212
,
,,,
N
N
N
V
V
oV
O
R
ScT
O
R
weweScT




 
Αδιάςτατοσ όγκοσ εμβολιςμοφ : VO  ι  22h
V
ON   
Παράμετροι είναι : 
1. Ο αρικμόσ Schmidt, 
1000
100
10
1.1
0.1
o
v
Sc




  



 
2. Ο αρικμόσ Deborah, 









10
100
1000
10000
100000
2 2
2
2
h
v
De

 
3. Ο αρικμόσ Deborah, 
22
2
2
1
1
De
h
v
De 

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                            Δ9(Δ12) 
 
 
 
 
 
 
 
΢ε όλα τα διαγράμματα οι τιμζσ που παίρνει το De2 είναι οι 
εξισ : 
De2 = 100000 
De2 = 10000 
De2 = 1000 
De2 = 100 
De2 = 10 
 
 
 
Δ9 
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ΔΙΑΓΡΑΜΜΑΣΑ Δ10 
 
΢ε όλα τα διαγράμματα είναι : 












1
1
1
2
2
2
2
1
1
4
1
2
1
4
3
2
100000
2
1.1
De
De
De
h
v
De
h
v
De
Sco


 
 
 
Παρουςιάηονται οι ςυναρτιςεισ : 
1. 
 
 
2
1 1 21
1 1 0
; , ,
,
V oV V N
N N N V
T Sc De DeT R Ta
T T Sc R Ta


  
    
  
 
 
2. 
 
 
2
02
212
2
2
,
,,;













V
N
N
V
N
oV
N
V
O
O
R
R
ScT
DeDeScT
T
T


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Δ10 
 
 82 
ΔΙΑΓΡΑΜΜΑΣΑ Δ11 
 
΢ε όλα τα διαγράμματα είναι : 












2
2
2
2
1
1
2
2
2
4
1
2
1
4
3
2
100000
2
1.1
De
De
De
h
v
De
h
v
De
Sco


 
 
 
Παρουςιάηονται οι ςυναρτιςεισ : 
1. 
 
 
2
1 1 21
1 1 0
; , ,
,
V oV V N
N N N V
T Sc De DeT R Ta
T T Sc R Ta


  
    
  
 
 
2. 
 
 
2
02
212
2
2
,
,,;













V
N
N
V
N
oV
N
V
O
O
R
R
ScT
DeDeScT
T
T


 
 83 
Δ11 
 
 84 
ΔΙΑΓΡΑΜΜΑΣΑ Δ12 
 
΢τα διαγράμματα Δ12 παρουςιάηονται οι ςυναρτιςεισ : 
 
1. 
1 2; , ,
oW y De De
Ta h

 
 
 
 
2. 1 2; , ,
o
V
W y
De De
O h

 
 
 
 
΢ε ςυνάρτθςθ του λόγου 11 
h
y
 
Τπενκφμιςθ : h = μιςό του πλάτουσ του καναλιοφ. 
  
Παράμετροι : 
 












5
1
4
1
2
1
2
100000
2
1
1
2
2
2
2
1
1



De
De
h
v
De
h
v
De
 
 
 85 
 
Δ12(Δ18 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Δ12 
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ΔΙΑΓΡΑΜΜΑΣΑ Δ13 
 
΢τα διαγράμματα Δ13 παρουςιάηονται οι ςυναρτιςεισ : 
 
1. 
1 2; , ,
oW y De De
Ta h

 
 
 
 
2. 1 2; , ,
o
V
W y
De De
O h

 
 
 
 
΢ε ςυνάρτθςθ του λόγου 11 
h
y
 
Τπενκφμιςθ : h = μιςό του πλάτουσ του καναλιοφ. 
  
Παράμετροι : 
 














14
8
1
4
1
2
1
2
100000
2
2
2
2
1
1
2
2
2



De
De
h
v
De
h
v
De
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Δ 
 
 
 
 
 
 
Δ13 
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ΔΙΑΓΡΑΜΜΑΣΑ Δ14 
 
΢τα διαγράμματα Δ14 παρουςιάηονται οι ςυναρτιςεισ : 
 
1. 
1 2; , ,
oW y De De
Ta h

 
 
 
 
2. 1 2; , ,
o
V
W y
De De
O h

 
 
 
 
΢ε ςυνάρτθςθ του λόγου 11 
h
y
 
Τπενκφμιςθ : h = μιςό του πλάτουσ του καναλιοφ. 
  
Παράμετροι : 
 














14
8
1
4
1
4
3
2
100000
2
2
2
2
1
1
2
2
2



De
De
h
v
De
h
v
De
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Δ1 
(Δ20
)  
 
 
 
Δ14 
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ΔΙΑΓΡΑΜΜΑΣΑ Δ15 
 
΢τα διαγράμματα Δ15 παρουςιάηονται οι ςυναρτιςεισ : 
1. Φάςθ 





 21 ,,; DeDe
h
y
  
2. 
1 2; , ,
oW y De De
Ta h

 
 
 
 
3. 1 2; , ,
o
V
W y
De De
O h

 
 
 
 
4. 
1 2; , , ,
W y
t De De
Ta h
 
 
 
 
   
5. 1 2; , , ,
V
W y
t De De
O h
 
 
 
 
 
 
΢ε ςυνάρτθςθ του λόγου 11 
h
y
 
Τπενκφμιςθ : h = μιςό του πλάτουσ του καναλιοφ. 
 
Παράμετροι για όλεσ τισ ςυναρτιςεισ 1-5 : 
5
50000
2
100000
2
2
2
2
2
1
1






h
v
De
h
v
De
 
 
Για τισ ςυναρτιςεισ 4 και 5 θ φαςικι γωνία λαμβάνεται να είναι πολλαπλάςια των 45ο 
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β = 5.0 
12
1
2
1
100000
DeDe
De


 
 
 
 
 
 
 
 
 
Δ15 
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ΔΙΑΓΡΑΜΜΑΣΑ Δ16 
 
΢τα διαγράμματα Δ16 παρουςιάηονται οι ςυναρτιςεισ : 
1. Φάςθ 





 21 ,,; DeDe
h
y
  
2. 
1 2; , ,
oW y De De
Ta h

 
 
 
 
3. 1 2; , ,
o
V
W y
De De
O h

 
 
 
 
4. 
1 2; , , ,
W y
t De De
Ta h
 
 
 
 
    
5. 1 2; , , ,
V
W y
t De De
O h
 
 
 
 
 
 
΢ε ςυνάρτθςθ του λόγου 11 
h
y
 
Τπενκφμιςθ : h = μιςό του πλάτουσ του καναλιοφ. 
 
Παράμετροι για όλεσ τισ ςυναρτιςεισ 1-5 : 
5
100000
2
50000
2
2
2
2
2
1
1






h
v
De
h
v
De
 
 
Για τισ ςυναρτιςεισ 4 και 5 θ φαςικι γωνία λαμβάνεται να είναι πολλαπλάςια των 45ο 
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β = 5.0 
21
2
2
1
100000
DeDe
De


 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Δ16 
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Παράρτημα I 
 
Υπολογιςμόσ του Rv ςτη περίπτωςη που 1Sc ,δηλαδή αν γ δ. 
΢τα παρακάτω οι λφςεισ γράφονται ωσ : 
 
 
 
     
 
 
           


















1,sinhcosh1cothsec
2
1
1,
sinh
cosh
tanh
1
cosh
cosh
ScyyyhhhhyG
Sc
h
y
hyF
Sc
Sc
yG
h
y
yF








 
των οποίων οι παράγωγοι είναι : 
   
 
   
 
 
 
 
 
 
        
sinh
cosh
sinh sinh sinh
, 1
1 cosh cosh cosh
1
sec coth sinh cosh , 1
2
dF y y
dy h
dG y y h ySc
Sc
dy Sc h h h
dG y
h h h h y y y Sc
dy



  

  
      

   
    
   


  

 
είναι , 
   
 
 
 
 








h
y
h
h
y
Sc
Sc
dy
ydG





sinh
sinh
tanh
cosh
sinh
1
   
 
 
  


















h
y
h
h
y
Sc
Sc
dy
yGd






sinh
sinh
tanh
cosh
sin
1
 
οπότε, 
 
 
__
__
1 1
dG dG Sc Sc
A B
dy dy
Sc Sc
 

   
 
   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
   
 
   
   
 
   
   
sinh tanhsinh tanh
, sinh sinh ,
cosh sinhcosh sinh
tanhtanh
sinh sinh , sinh sinh
sinh cosh sinh cosh
y hy h
A B y y
h hh h
hh
y y y y
h h h h
  
 
  

   
   
 
   
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άρα,             
   







   








h
h
h
h
h
h
h
h
dydyBdyAdy
ScSc
ScSc
I 
11
 
Ο υπολογιςμόσ των ολοκλθρωμάτων ςτθν ζκφραςθ αυτι γίνεται ωσ εξισ : 
 
 
 
     
   
   
       
   
2
2
22
sinhsinh 1
sinh sinh
cosh cosh cosh cosh
1 2
cosh sinh sinh cosh
cosh cosh
2
tanh tanh
h h h
h h h
yy
Ady dy y y dy
h h h h
h h h h
h h
h h

 
   
     
   
   
 
  
  
  
   
 

  
 

  
 
   
   
       
   
   
   
   
        
   
   










 






h
hh
h
hh
hh
dyyy
hh
hh
dyyy
hh
hh
Bdy
h
h
h
h
h
h















tanhhtanh
tanhtanh
2
coshhsinhhsinhδhcosh
2
sinhsinh
tanhtanh
sinhsinh
sinhsinh
tanhtanh
sinhsinh
sinhsinh
tanhtanh
22
22
 
   
   
 
   
       
 
 
 
   
 
 
22
2 2 22 2 2
tanh h
dy sinh sinh
sinh h cosh
tanh h 2
cosh sinh sinh cosh
sinh h cosh
tanh tanh tanh2 2 2
tanh tanh
tanh tanh
2
dy dy
h h
h h
h h
h h
y y dy
h
h h h h
h
h h h
h h
h h

 
 

     
   
   
   
      

 
 
 
 
  
   
 

 
    
    
   
 
 
   
 
 2 22 2
tanh tanh 2
tanh
tanh
h h
h
h
  

   

 
 
 
Άρα κα είναι,  
  
       
 
   
 
   
 
 
   
 
 









































h
h
hh
h
h
hh
h
hh
h
hh
hh
ScSc
ScSc
I





























tanh
2
tanh
tanhtanh2
tanh
2
tanh
tanhtanh2
tanh
tanhtanh2
tanh
tanhtanh2
tanh
2
tanh
2
11
2222
222222
222222
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  
   
   
 
   
 
2 2 2 2
2 2 2 2
2 2 2 2
2 2 2 2
2 2 2 2
tanh tanh
tanh tanh tanh tanh1 1 2 2 2 2
tanh tanh
h h
ScSc
I
h h h hSc Sc
h h
   
 
       
 
      
        
    
       
           
  
      
        
           
 
  
   
   
 
   
 
2 2 2 2
2 2 2 2
2 2 2 2
2 2 2 2
tanh tanh
2
tanh tanh tanh tanh1 1
tanh tanh
h h
ScSc
I
h h h hSc Sc
h h
   
     
       
 
      
   
        
    
       
           
  
      
        
           
 
Τπολογίηουμε τουσ ςυντελεςτζσ των όρων του ακροίςματοσ με τθ χρθςιμοποίθςθ των ςχζςεων, 
22 2
22
22 2
2 222
2 12
2
i , , 1,
i 1 1, , ,
i Sc Sc
i Sc
Sc Sc Sc
   
    
     
   
 
           
  
          
 
 , 
Οπότε ο ςυντελεςτισ του  htanh είναι ίςοσ με : 
 
  
1
1
Sc Sc
Sc Sc Sc


 
 
Ενϊ του  htanh είναι ίςοσ με τον ςυηυγι του  htanh , δθλαδι ίςοσ με : 
 
  1
1


ScScSc
ScSc
  
Ο ςυντελεςτισ του 
   
 h
hh


tanh
tanhtanh
 είναι ίςοσ με : 
 
 12
1 2
1




Sc
ScSc
  
και ο ςυντελεςτισ του 
   
 h
hh


tanh
tanhtanh
είναι ο ςυηυγισ του προθγοφμενου, ίςοσ με : 
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 
 12
1 2
1




Sc
ScSc
  
Κατά ςυνζπεια κα είναι : 
  
 
  
   
  
 
 
 
   
 
 
 
   
 
  
 
  
   
  
   
 
 
  
   
  


















































 
h
hh
Sc
ScSc
ScSc
h
hh
Sc
ScSc
ScSc
h
ScScSc
ScSc
h
ScScSc
ScSc
I
h
hh
Sc
ScSc
h
hh
Sc
ScSc
h
ScScSc
ScSc
h
ScScSc
ScSc
ScSc
ScSc
I













tanh
tanhtanh
112
tanh
tanhtanh
112
tanh
1
tanh
1
2
tanh
tanhtanh
12
1
tanh
tanhtanh
12
1
tanh
1
1
tanh
1
1
11
2
2
1
2
1
2
12
1
2
2
2
2
2
1
2
1
 
Μασ ενδιαφζρει να εκφράςουμε το Ι/2 μζςω πραγματικϊν αρικμϊν, για τον τελικό υπολογιςμό του 
R. Ζχουμε λοιπόν, 
       
 
   
 
  
   
  





















h
hh
h
I
h
hh
h
hh
hh
I








tanh
tanhtanh
RetanhRe2
2
tanh
tanhtanh
tanh
tanhtanh
tanhtanh
2
21
2211
 
όπου 
  
 
  
 2
12
1
22
2
1
112
,
1
Sc
ScSc
ScSc
ScScSc
ScSc



  
Για τθν πραγματοποίθςθ αυτοφ του υπολογιςμοφ εκφράηουμε κατάλλθλα τισ ποςότθτεσ  htanh  
και  htanh . Η μιγαδικι κινθματικι ςυνεκτικότθτα γράφεται ωσ "'  i .  
 
Σα 
2
1
2
1
, 


















ii
 λαμβάνονται ωσ κετικζσ ρίηεσ, για τισ οποίεσ είναι εφκολο να δειχκοφν 
οι παρακάτω χριςιμεσ ςχζςεισ 
 
22 2
22
22 2
2 222
2 12
2
i , , 1,
v
i 1 1, , ,
i Sc Sc
i Sc
Sc Sc Sc
   
   
     
   
 
           
  
          
 
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Σο γh και το δh εκφράηονται ωσ εξισ : 
      
   
11 1 122 1 12 2
2 2 ' " "
1 1 1 1 1 1
" " " "2 2 2 2 2 22 2 2 2
1 1
2
' '
2 2 2 2
i i
h h h h i h i h sign i
h h h h
sign i sign i
i
h h
   
       
   
          
 
       



  
          
   
              
                     
           
 
 
 
 
1 1 1 1 1
2 2 2 2 21
2
1
2 22
i
h i h h ih
   
   
       
           
       
 
Ακόμα προκφπτει ότι : 
 
 
 
1 1 1 1
" "2 2 2 22 2
'
1 1 1 1
" "2 2 2 22 2
'
2 2
sinh sin
tanh
2 2
cosh cos
h h
sign i
h
h h
sign
    

   

    

   
                     
             
                     
             
 
Και : 
 
1 1
2 2
1 1
2 2
2 2
sinh sin
1
tanh 2 2
cosh cos
h i h
h
h h
 
 
  
 
      
               
      
               
 
Θζτουμε λοιπόν, 
1 1 1 1" "2 2 22 2
1 2
2 2
, , ,
h
h
    
   
   
        
                      
, (όλοι αυτοί οι 
αρικμοί είναι πραγματικοί) οπότε γράφουμε : 
 
 
    
    
    
   
 
   
   







coscosh
sinsinh
tanh
1
coscosh
sinsinh
coscosh
sinsinh
tanh
21
21
'
21
'
21
'









i
h
isign
sign
isign
h
 
 
΢το ςθμείο αυτό είναι ςκόπιμο να παρουςιαςτοφν οριςμζνεσ ςχζςεισ που χρθςιμοποιοφνται 
εκτεταμζνα ςτουσ υπολογιςμοφσ που γίνονται περαιτζρω για τθν ζκφραςθ του R με όρουσ 
πραγματικϊν αρικμϊν. Ιςχφουν λοιπόν, 
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1 1 1
" "2 2 22
1 2
" "2
2 2 2 2 2
1 2
2 4 2 2 4
2 24 '2 "2
2 2 4
2
, , 0,
2
, , ,
2
4 2 4
, ,
h
o
h
h
h h h
   
  
  
    
   
   
  
     
 
      
              
     
 
   
     
 
Η ςθμαντικι ταυτότθτα 2
""
2
2
2
1 








  
Εκφράςεισ για το πραγματικό και το φανταςτικό μζροσ τθσ μιγαδικισ κινθματικισ ςυνεκτικότθτασ  
 
 12 2121"
"""
2
2
2
1
21
''2
2
2
1
22'
2
2'
2
2"2""
2
2
2
1



























 sign
 
Και επίςθσ οι ςχζςεισ 
2
1
2 1
2 2 2 22
2 4 2 4 2
22 4 4
2 2
, , , ,
2 4 4
h h Sc Sc
h h h
Sc
 
     
 
  
 
  
 
    
 
   
 
Υπολογιςμόσ του   htanhRe 1  
Αρχικά γράφουμε το ΢1 ωσ εξισ : 
        
 2 2
1 22 2 2
1
11 1
Sc ScScSc ScSc Sc ScSc
Sc Sc Sc Sc ScSc Sc Sc Sc



   
    
 
Θζτουμε 
 
1 2
2 1
ScSc
A R
Sc Sc Sc
 
 
 
Επομζνωσ    ScScScAScScA  21211 1   
1)          21'
2
1
21
'
2
1
2
12
1
2
1
2
1
2
1
22
1















 isignisignii
ii
























  
2)
   2 2' "' " ' "2 2 2 1 1Sc Sci i
Sc Sc Sc Sc Sc i
      
     
  
        
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Άρα προκφπτει ότι: 
        
                
         
         
                
              111111
2
111111
2
111
111
2
1111
2
11
2
22
21
22
21
'22
12
2
2
2
1
2
1
2
22
21
'22
11
'22
12
2
2
2
1
2
1
2
2
21
'
2
22
11
'
22
12
2
21
'
1
'2
1
2
2'
2
2"
1
'2"
2
2'
1
'
2
1
2
2
2"2'
21
2
1
2























































 












ScScisignScSc
k
ScsignScsigniScSc
k
ScvsignScsigni
ScScsignsign
k
ScScsigniScScsign
k
ScScSc
k
Sc
i
k
Sc
iasignScScSc

















 
Οπότε ζχουμε ότι : 
              
1
2
2 2 2 2 22 2 ' 2 2
1 2 2 1 1 2 1 22
1 1 1 1 1 1
2
Sc Sc Sc Sc Sc isign Sc Sc
 
         

                     
 
Σο πραγματικό μζροσ είναι : 
    
 2122
2
2
22
2
1
2
2
2
12
2
1
2
2
2
1
22
12
2
2
2
1
21
111




Sc
ScScScScSc
 
Επειδι είναι 22
2
1
2
2
2
1
2
2
2
1 24222    μποροφμε να γράψουμε: 
     222222222122 3224121 ScScSc    
και το φανταςτικό μζροσ είναι : 
    
   21212221
2
21
2
21
22
21
2
21
2
1
2
1
22
21
22
21
2321
111




ScSc
ScScScScSc
 
Καταλιγουμε ςτθν ζκφραςθ: 
        
1
2
2 2 22 ' 2
2 2 1 12
2 3 2 3
2
Sc Sc Sc Sc i sign Sc
 
     

 
       
 
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Ζτςι χρθςιμοποιϊντασ τισ δφο παρακάτω ςχζςεισ, ο υπολογιςμόσ λοιπόν του   htanhRe 1  είναι 
εφικτόσ :  
 ScScScA  211       και        
    
   
'
1 2
1 2
sinh sin
tanh
cosh cos
sign i
h
  

 



 
 
  
    
   
     
   
          
   
1
2 21 2 ' ' 2
2
2 2 1 1 1 2
1 2
1 2 1 2
2 21 2 ' ' 2
2
2 2 1 1 1 2
1 2
1 2
Re tanh
2 3 sinh 2 3 sin
2 cosh cos cosh cos
2 3 sinh 2 3 sin
2 cosh cos
h
Sc sign sign Sc
A
Sc sign sign Sc
A

        
    
        
  
 
       
    
    
 
       
  
 

          
   
                 
2 21 2 ' ' 2
2
2 2 1 1 1 2
1 2
1 2
21 ' ' 2 ' '
2
2 1 1 2 1 1 2 2 1
1 2
2 2 1 sinh 2 2 1 sin
2 cosh cos
1 sinh sin 2 1 sin sinh
2 co
Sc sign sign Sc
A
Sc sign sign sign sign
A
k
        
  
             



 

          
   
   
 
              
     1 2sh cos 
 
 
 
 
 
 
Αφοφ είναι  111 212122    
Επίςθσ, 
1 11 2 2 22
2 22 2 2 2
Sc Sc
h
     
   
    
             
  
 κατά ςυνζπεια κα είναι: 
  
  
                   
    











21
1
'
221
'2
121
'
1
'
2
2
1
1
coscosh
sinhsin12sinsinh1
2
tanhRe



signsignsignsignSc
ASc
h
h
με  
                   
    










21
1
'
221
'2
121
'
1
'
2
2
1
coscosh
sinhsin12sinsinh1

 signsignsignsignSc
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Υπολογιςμόσ του 
   
  






h
hh


tanh
tanhtanh
Re 2  
Γράφουμε το ΢2 ωσ εξισ : 
 
  
  
1
2
1 1
2 2
2 2 2
1 1
2 1 1 2 1 1
ScSc Sc Sc Sc
Sc Sc
Sc Sc Sc Sc
 
 
  
   
 
Θζτουμε 
22
2
112 

ScSc
Sc
A  οπότε είναι    2
1
22 11 ScScScA   
1)
 
 
1 1 1 1
2 2 2 21 1
2 2
1
1
22
ii i
Sc Sc i
    
 
    
        
             
        
 
2)        2 2 "2 2
1 1
1 1 1 1 2Sc Sc i
 
       
   
  
            
  
 
Άρα, 
         
1 1
2 21 2 2 22 " 2 " 2 "2
5 5
1 1 2 1 2 2
2 2
Sc Sc Sc i i
 
            
 
                         
   
   
2 4 2 4 2 2 2 4
2 22 " 2 2
1 12 24 2 24 4
2 4 2 4 2 2 2 4
2 22 " 2 2
1 12 24 2 24 4
4 4 2 2 4
2 2 1 1 2 1
4 4 2 2 4
2 2 1 1 2 1
h h h h h
Sc Sc
ScSc Sc
h h h h h
Sc Sc
ScSc Sc
    
     
   
    
     
   
           
 
            
 
 
Κατά ςυνζπεια, 
        
1
2 421 2 22 22
1 125 4
4
1 1 1 2 1 1 2 1
2
h
Sc Sc Sc Sc Sc i Sc Sc
Sc
 
  
 
                 
Είναι,    2
1
22 11 ScScScA   και κατά ςυνζπεια  
   
 
    
 













h
ScScSchA
h
hh




tanh
1
11Retanh
tanh
tanhtanh
Re 2
12
22  
   
 
       
 
1
2 42 2 2 22 2
2 2 1 125 4
tanh tanh 4 1
Re tanh Re 1 2 1 1 2 1
tanh 2 tanh
h h h
A h Sc Sc i Sc Sc
h hSc
   
  
  
        
              
        
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Είναι : 
 
1 11 22 2 2 4 42 22 4 2 42
2 2 22 2 25 2 24 4 2 4 2 4
1 1
5 2 2
2 24
44 4
2 2 2 2 2 4
2 2
Sc Sc h Sch h
A A A
h hSc Sc k Sc h
Sc Sc
A A
h h
     
     
 

       
                      
 
 
και επίςθσ : 
 
 
   
 
   



 coscosh
sin
coscosh
sinh
tanh
1



 i
h
  
 
Ζτςι καταλιγουμε ςτον τφπο για το πραγματικό μζροσ που κζλουμε να υπολογίςουμε : 
   
 
 
   
          




sin121sinh121
coscosh
tanh
2
tanh
tanhtanh
Re
2
1
22
1
2
2
2
1
2
2











ScScScSc
h
h
Sc
A
h
hh
 
   
 
 
              
   





coscosh
sinsinh12sinsinh1
tanh
2tanh
tanhtanh
Re
2
1
2
2
2
1
22










ScSc
h
h
Sc
A
h
hh  
με   
              
   

coscosh
sinsinh12sinsinh1 21
2
2



ScSc
 
 
Λαμβάνοντασ υπόψθ τισ δφο παρακάτω ςχζςεισ : 
1)
22
2
112 

ScSc
Sc
A  και βρίςκουμε ότι : 
       
2
1 22 2 2 2 2
2
2 2
1 1 2 1 11
Sc Sc Sc ScScSc
A A
Sc Sc Sc Sc Sc Sc Sc Sc Sc ScSc Sc Sc
   
       
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2) 
 
    
    
   
    
   
    
         
    
   
   21
21
2
21
2121
2
21
2
2
1
2
2
21
2
2
1
2
2
21
2
2
1
'2
2
coscosh
coscosh
coscosh
coscoshcoscosh
coscosh
cos11cosh
coscosh
sinsinh
coscosh
sinsinh
tanh



























sign
h
 
Προκφπτει ότι, 
  
   
  














h
hh
h
I



tanh
tanhtanh
RetanhRe2
2
21  
και ζτςι κα είναι με βάςθ τουσ υπολογιςμοφσ : 
  
   
 
 
 
   
    




















2
2
112
2
22
2
2
1
212
2
2
2
1
21121
1
tanh
12
tanh
2
tanh
2
2
2
tanh
22tanh
tanhtanh
RetanhRe
SchScSc
Sc
hASc
h
h
h
Sc
AA
ScSc
Sc
Sc
h
h
h
Sc
AASc
hh
hh
h










 
Δθλαδι, 
  
   
 
 
    
















 2
2
112
2
221
1
tanh
12
tanh
2tanh
tanhtanh
RetanhRe
SchScSc
Sc
hASc
hh
hh
h






Είναι : 
   
 
   
   
                   
   
              
 
 
        
     
        
   
     
 
     
 
































































coscosh
sinsinh12
coscosh
sinsinh1
coscosh
sinhsin
12
2
coscosh
sinsinh
1
2
coscosh
sinsinh12sinsinh11
coscosh
sinhsin12sinsinh1
coscosh
coscosh2
1
tanh
12
2
1
2
1
2
1
2
21
1
'
22
'
12
1
21
2
'
11
'
22
2
1
2
2
1
21
1
'
22
'
1
2
121
'
1
'
2
2
21
21
2
2
112
Sc
Sc
Sc
Sc
signsign
ScSc
Scsignsign
Sc
ScSc
Sc
ScSc
Sc
signsignsignsignSc
ScSc
Sc
SchScSc
Sc
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 
 
      
   
   
 
 
 
      
   
   
  







































coscosh
sinsinh
coscosh
sinhsin2
12
coscosh
sinsinh1
coscosh
sinsinh2
1
2
1
21
1
'
22
'
12
1
2
1
21
2
'
11
'
22
Sc
signsign
ScSc
Sc
Sc
signsign
ScSc
Sc
Sc
 
με   
 
      
   
   
 
 
      
   
   
  



































coscosh
sinsinh
coscosh
sinhsin2
coscosh
sinsinh1
coscosh
sinsinh2
2
1
21
1
'
22
'
1
2
2
1
21
2
'
11
'
2
1
Sc
signsign
ScSc
Sc
Sc
signsign
ScSc
Sc
 
 
Κατά ςυνζπεια ζχουμε ότι, 
h
IP
RV 24
2
4 
  
και επειδι  
8
84
224
44 h


  μποροφμε να γράψουμε  
842
722
842
82 4
4
44
4 
hPI
h
hIP
RV 

  
όπου, 
 
  
   
 
 
   
      2211222
2
2
112
2
221
121tanh
2
1
tanh
12
tanh
2tanh
tanhtanh
RetanhRe
4




























SchASc
h
SchScSc
Sc
hASc
hh
hh
h
I
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Επομζνωσ προκφπτει : 
      
      
      
     





 
























22
1
122
2
2
2
642
622
2
2
11
22
22742
622
2
2
11
22
2742
622
2
2
11
22
2842
722
842
82
121tanh
1
14
121tanh
1122
14
121tanh
2
14
121tanh
2
444
4
Sch
Sc
SchP
Sch
ScSc
Sc
Sc
hP
SchASc
hP
SchASc
h
hP
h
hIP
RV
 
αφοφ είναι     
2
22222
2
1111111  ScScScScScScSc   
 
Δθλαδι καταλιξαμε ςτον τφπο 
     





 










22
1
122
2
2
2
642
622
121tanh
1
14
Sch
Sc
SchP
RV  
όπου  
   
   21
212
coscosh
coscosh
tanh





h   
Υπολογιςμόσ του Rv ςτη ςε ςυνάρτηςη του όγκου εμβολιςμοφ. 
Ο όγκοσ εμβολιςμοφ ανά μονάδα πλάτουσ του καναλιοφ δίνεται από τθν ζκφραςθ  
 


B
ds
n
Fi
A
P


 2
1
2
V  
Είναι  
 
 h
y
yF


cosh
cosh
με 
   
 h
y
dy
ydF



cosh
sinh
 όπου 
2
1










i
 οπότε προκφπτει   
   h
y
F
h
y
F
ds
n
F
B









  
και επειδι    h
y
F
h
y
F





 είναι τελικά : 
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   
 
 
   
      
1 2
22
2
1 4 2
2
2
1 4 2
22
2 22 2
1 4 2 2
2
2
1 4 2
2 2 tanh
2
2 tanh
4
2 tanh
4
2 tanh 2 tanh
44 2
tanh tanh tanh
4
4
B
F F
ds h h
n y
P i
V A h
P i
V A h
P i i
V A h A h
P Ai
V A h h h
P
V h
 

 
  

 
  
 
   
   

     
   
 
 
 
 
  
   
  
      
  
  
      
  
 

    
2
2 22
2
48
Im tanh tanh
h
h h

   
 
  
  
  
 
Χρθςιμοποιϊντασ τισ γνωςτζσ ςχζςεισ : 
   
  
 
    
   
' " ' 2
1 2 1
1
2
'
1 2
'
1 2
1 2
1
2
sinh sin
tanh
cosh cos
i sign i
sign i
sign i
h
        

   

  

 
    
 
   
 



 
Βρίςκει κανείσ ότι, 
 
 
   
              
   
            22112112'
21
2
1
2
121
'
21
'
21
'
21
2
1
sinsinhsinsinh
coscosh
2
1sinsinh
coscosh
2
tanh

































isign
isignisignisignh
 
Επομζνωσ, 
  
   
    
















21
2211
2
1
coscosh
sinsinh
2
tanhIm




 h  
 
   
   21
212
coscosh
coscosh
tanh





h  
 108 
Αντικακιςτϊντασ τισ εκφράςεισ αυτζσ και χρθςιμοποιϊντασ ςχζςεισ του παραρτιματοσ προκφπτει, 
 
   
   
   
   
   
   
   
   







































21
21
2
21
2211
842
102
2
1
21
21
2
21
2211
2
1
2
24
2
2
1
coscosh
coscosh2
coscosh
sinsinh2
1
1256
coscosh
coscosh4
coscosh
sinsinh
2
8
4
4














hP
V
h
h
P
V
 
Επομζνωσ για να εκφραςτεί το Rv ςε ςυνάρτθςθ με τον όγκο εμβολιςμοφ V1 διαιροφμε τισ εκφράςεισ 
με τισ οποίεσ εκφράηονται. 
Αρχικά τίκεται : 
   
   
   
   21
21
2
21
2211
coscosh
coscosh2
coscosh
sinsinh2
12




 




W   
   



22
1
12 1211



 ScW   
ϊςτε να είναι : 
2
1256
842
102
2
1 W
hP
V

  
  1tanh
1
14 2
2
2
2
642
622
Wh
Sc
SchP
RV 
 
  
    
   
   
   
     
    
      4
2
1
21
2
212
2
2
2
4
2
1
21
21
2
2
2
2
21
21
2
2
2
4
2
2
1
2coscosh2
coscosh1
14
2coscosh
coscosh
2
1
14coscosh
coscosh
2
1
164
h
V
W
W
Sc
Sc
R
h
V
W
W
Sc
Sc
R
W
W
Sc
Sc
hV
R
V
V
V




















 
Όπου : 
                   212211212212 coscosh2sinsinh2coscoshcoscosh2  W
 
Και τελικϊσ προκφπτει θ παρακάτω ζκφραςθ για το ποςοςτό αφξθςθσ του ςυντελεςτι διάχυςθσ  : 
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        
                4
2
1
21221121
2
21
22
1
12
2
2
2
2
2coscosh2sinsinh2coscosh
coscosh121
14
h
V
Sc
Sc
Sc
RV













 




  
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Παράρτημα II 
 
Τπολογιςμόσ του vR για 1 , δηλαδή αν   , όταν 0 που ςημαίνει ότι 
0,0,0 21   . 
 
Σο  vR  είναι ίςο με : 
     





 










22
1
122
2
2
2
642
62
121tanh
1
14
Sch
Sc
SchP
Rv  
Όπου είναι, θ μιγαδικι κινθματικι ςυνεκτικότθτα "'  i . 
2
12
1
"
2
2
1
"
1
2
1
22
1
2
,0,0,
2
, 













 








 
















k
h
hi 












  
 
      
   
   
 
 
      
   
   
  



































coscosh
sinsinh
coscosh
sinhsin2
coscosh
sinsinh1
coscosh
sinsinh2
2
1
21
1
'
22
'
1
2
2
1
21
2
'
11
'
2
1
Sc
signsign
ScSc
Sc
Sc
signsign
ScSc
Sc
 
 
   
   21
212
coscosh
coscosh
tanh





h  
 
Είναι   Sc


         και    
2
2Re ReSc Sc Sc 

       , αλλά     12121'   isign  
οπότε αντικακιςτϊντασ προκφπτει ότι  '
1 2
2 1Sc
sign
Sc Sc

 


.   Επίςθσ 2
1
Sc  . Επομζνωσ 
μποροφμε να γράψουμε : 
   
   
   
   
   
   
   
       
    




















42
21
2
2
1
1
2
31
21
2
2
1
1
1
coscosh
sinsinh
coscosh
sinsinh
coscosh
sinsinh1
coscosh
sinsinh














Sc
 
 111 
Θζτουμε 21,   yx  για τα οποία ιςχφουν οι ςχζςεισ : 
 
 
 
 42412221101010
4
2
4
1
2
2
2
1
888
2
2
2
1
666
2
2
2
1
444
222
104032
882
342
22
2










yx
yx
yx
yx
yx  
 
  
  
  424122212221101010
2
2
2
1
2
2
2
1
888
2
2
2
1
2
2
2
1
666
2
2
2
1
444
2
2
2
1
222
244
24
4
2










yx
yx
yx
yx
yx
 
 
Όταν 0,0  yx  και 0 , δθλαδι όταν 0  τότε : 
 
 
 
 
   
 
2 4 6 8 10 12
2 4 6 8 10 12
2 4 6 8 10 12
2 4 6 8
sinh 1 1 1 1 1
1
6 120 5040 362880 39916800
sinh 1 1 1 1 1
1
6 120 5040 362880 39916800
1 1 1 1 1
cosh 1
2 24 720 40320 3628800
1 1 1 1 1
cos 1
2 24 720 40320 36
x
x x x x x O x
x
y
y y y y y O y
y
x x x x x x O x
y y y y y
      
      
      
       
   
           
   
           
10 12
2 2 4 4 6 6 8 8 10 10 12 12
2 2 4 4 6 6 8 8 10 10 12 12
28800
sinh sinh 1 1 1 1 1
6 120 5040 362880 39916800
sinh sinh 1 1 1 1 1
2
6 120 5040 362880 39916800
y Oy x
x y
x y x y x y x y x y O x y
x y
x y
x y x y x y x y x y O x y
x y

            
             
 
 
Χρθςιμοποιϊντασ τα παραπάνω θ 1θ ποςότθτα βρίςκεται περίπου ίςθ με : 
        
         104241222182221222162221422212
104
2
4
1
2
2
2
1
82
2
2
1
2
2
2
1
62
2
2
1
42
2
2
1
2
104032
3628800
1
2
10080
1
34
360
1
12
1
104032
39916800
1
2
90720
1
34
2520
1
60
1
3
1




 
που επειδι 0 το ρθτό αυτό κλάςμα ιςοφται με : 
      108424122216222122214222122221
93555
2
37422
1
149688
1
4824
453600
1
945
2
630
1
90
1
3
1
 O












  
που για 121    ιςοφται με : 
 1084
748440
1
1890
1
3
1
 O  
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Η 2θ ποςότθτα βρίςκεται λοιπόν να είναι περίπου ίςθ με : 
           
         104241222182221222162221422212
104
2
4
1
2
2
2
1
2
2
2
1
84
2
4
1
2
2
2
1
62
2
2
1
2
2
2
1
42
2
2
1
22
2
2
1
104032
3628800
1
2
10080
1
34
360
1
12
1
24
39916800
1
21616
362880
1
4
5040
1
2
60
1
6
1
2




 
που επειδι 0 το ρθτό αυτό κλάςμα ιςοφται με : 
      108424122212221622214222122 348936429937600
1
9450
1
12600
1
1890
1
90
12


O






 
που για 121    ιςοφται με : 
 1062
2 37800
1
90
12


O  
 
Η 3θ ποςότθτα υπολογίηεται : 
   
   
   108
4
4
2
1084
74844018903
1
748440
1
1890
1
3
1
coscosh
sinsinh1




O
ScSc
O 


 
Η 4θ ποςότθτα υπολογίηεται : 
   
   
   
















 108
4
4
2
2
1084
3780090
2
1
37800
1
90
1
2
coscosh
sinsinh






O
ScSc
O
ScSc
 
Από τισ παραπάνω ςχζςεισ προκφπτει μετά από πράξεισ ότι : 
   
    










































8
44
2
4
1
2
2
2
1
62
2
2
1
2
2
2
14
2
2
2
2
1
2
2
2
2
1
212
74844093555
2
37422149688
1
453600
4824
1890945
1
630
1
90
11






 Sc
Sc
ScSc
 
και ότι : 
          
   82221
4
2
4
1
2
2
2
1
62
2
2
1
22
2
2
142
2
2
1
22
2
2
1
222
2
2
1
22
1
29937600
3489364
37800945012600
1
1890
1
1
90
1
12


























Sc
Sc
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Όποτε ζχουμε ότι : 
     
 
   
     42412221
22
2
2
1
44
2
4
1
2
2
2
12
2
2
2
1
2222
2
2
1
2
2
2
1
222
1086422
2
2
1
12
3489364
2993760074844093555
2
37422149688
1
1
41
37800
1
41
1890
1
21

























 





 





Sc
Sc
ScScB
ScScA
OBASc
 
Επίςθσ, το ανάπτυγμα του τετραγϊνου του μζτρου τθσ εφαπτομζνθσ είναι : 
     862221422212
2
15
1
360
17
12
1
2
1
tanh  Oh 





  
 
Οπότε τελικϊσ βρίςκουμε ότι : 
       
  
    
  
2 2 2 2 2 4 61 2
1 2 1 26
2
2 2 2 2
1 2
2
2 22 2 2 2
1 1 2 1 2
2 2 2 2 2 4 4 6 6
1 22 1 2 1 2 1 2
2
2 2 2 2
1 2
21
1
4
tanh 1 2
1
1 4
945
52
1 4
226800
5 350 268 444 115 326 3
1980
1 4
13
60
o
o
o
o
h Sc O
Sc Sc
Sc Sc
Sc
Sc Sc
     
  
 
   
       
 
 
 
       
   
     
     
  

 

  

 22
 
 
Άρα βρίςκουμε : 
     
 





















 





64221
2
2
2
642
62
22
1
122
2
2
2
642
62
1
1
14
121tanh
1
14







O
Sc
SchP
R
Sch
Sc
SchP
R
oo
ov
v
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Αλλά είναι : 
945
1
1
2
2



Sc
o         1Re21111 242242222  ScScScScScScScSc  και 
   12Re 222122  ScSc  οπότε  





  22
2
1
22222 411 ScScSc  
 
Σελικϊσ, λαμβάνουμε τθν ζκφραςθ : 
 
 
 
 






























 



 64
2
2
2
1
222
6
2
6
1
4
2
4
1
2
2
2
1
2
2
2
1
2
22
2
2
1
2
42
62
41
3326115444
1980
2683505
60
13
1
945





O
ScSc
ScSchP
Rv
 
 
 
Τπολογιςμόσ του vR  ςε ςυνάρτηςη του όγκου εμβολιςμοφ ςτην περίπτωςη που 1 , δηλαδή 
αν   , όταν 0 που ςημαίνει ότι 0,0,0 21   . 
 
΢το ςθμείο αυτό ςθμειϊνεται ότι είναι λάκοσ ο τφποσ (77) του Watson : 
 
 
 4
2
14
2
4
2
269300
32175
420 h
V
O
ScSc
RN








     (77) 
και ο ςωςτόσ είναι  : 
  
 4
2
184
224
269300
32175
1
420 h
V
O
ScSc
RN








 

 
Από εδϊ προκφπτει ότι : 
 
2
1
4
2
1
24
1680
1
2420







k
V
h
VSc
RN

 τφποσ (78) του Watson.
Σο γεγονόσ αυτό φαίνεται και από φυςικισ απόψεωσ, αφοφ αν θ ςυχνότθτα τείνει προσ το μθδζν, 
τότε ο όγκοσ εμβολιςμοφ γίνεται άπειροσ για πεπεραςμζνο πλάτοσ τθσ κλίςθσ τθσ πίεςθσ  Ρ, ενϊ το 
R τείνει προσ τθν τιμι που κακορίηεται από τον τφπο (75) και που εξάλλου εκφράηεται από τθν (78). 
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Ο τφποσ (77) ζτςι όπωσ είναι τυπωμζνοσ ςυνεπάγεται ςε αυτιν τθν περίπτωςθ ότι το R τείνει προσ 
το άπειρο, που είναι αδφνατον. 
 
Σο VR είναι ίςο με : 
        
                2
2
1
21221121
2
21
22
1
12
2
2
2
4
2coscosh2sinsinh2coscosh
coscosh121
14
h
V
Sc
Sc
Sc
RV













 




  
Σο ανάπτυγμα του     2 2 21 21 21 2Sc  
 
 
    είναι γνωςτό. 
Σο ανάπτυγμα του παρανομαςτι είναι : 
   1082221622214
2835
1
4200
1
540
1
18
1
 O





   
 
και τελικϊσ μετά από πράξεισ προκφπτει ότι : 
 
      
 2
2
164
2
2
4
2
4
1
2
2
2
1
2
2
2
1
2
2
2
2
1
24
21
33294441
3960
1
69300
17532
60
1
1
420 h
V
O
Sc
ScSc
RV

























 



  
 
 
 
 
 
 
 
 
Παράρτημα IIΙ 
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Σα παρακάτω προγράμματα υπολογίηουν τα διαγράμματα με παραμζτρουσ τουσ αδιάςτατουσ  
αρικμοφσ Weissenberg : we1,we2 . 
 
 
Πρόγραμμα All_we1 , All_we2 
Είςοδοσ :  1oSc , 1we , 2we  
Ζξοδοσ   : NTAYLOR.dat……………………………..  2 1 ;N N oR Ta T Sc  
    NTAYLOR2.dat……………………………..      oNooN ScTScScT ;945, 112    
    NVOLUME.dat……………………………..     oNN ScTRhV ;2 2
22


 
    VTAYLOR.dat………………………………..  2 1 1 2; , ,V V oR Ta T Sc we we  
VTAYLOR2.dat………………………………      21112 ,,;945, weweScTScScT oVooV    
    VVOLUME.dat………………………………     212
22
,,;2 weweScTRhV oVV 

 
LTAYLOR.dat…………………………………    oNoV
TaylorN
V ScTweweScT
R
R
;,,; 1211 





  
                 LVOLUME.dat………………………………..
 
   oNoV
h
VN
V ScTweweScT
R
R
;,,; 2212
2
2













 
 
 
 
 
 
 
 
Σα παρακάτω προγράμματα υπολογίηουν τα διαγράμματα με παραμζτρουσ τουσ  αρικμοφσ 
ελαςτικότθτασ (Deborah ι elasticity numbers): De1,De2 . 
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Πρόγραμμα All_De1 , All_De2 
Είςοδοσ :  1oSc , 1De , 2De  
Ζξοδοσ   : NTAYLOR.dat……………………………..  2 1 ;N N oR Ta T Sc  
    NTAYLOR2.dat……………………………..      oNooN ScTScScT ;945, 112    
    NVOLUME.dat……………………………..     oNN ScTRhV ;2 2
22


 
    VTAYLOR.dat………………………………..  2 1 1 2; , ,V V oR Ta T Sc De De  
VTAYLOR2.dat……………………………….      21112 ,,;945, DeDeScTScScT oVooV    
    VVOLUME.dat……………………………….     212
22
,,;2 DeDeScTRhV oVV 

 
JTAYLOR.dat…………………………………    oNoV
TaylorN
V ScTDeDeScT
R
R
;,,; 1211 





  
                 JVOLUME.dat………………………………..
 
   oNoV
h
VN
V ScTDeDeScT
R
R
;,,; 2212
2
2













 
 
Πρόγραμμα Veloc 
Είςοδοσ :   , 1De , 2De  
Ζξοδοσ   : REYTAYL.dat……………………………..
T
Wo  
    REYVOL.dat…………….………………..
  




2
2h
VWo  
    FASH.dat………………….………….….. 





 21 ,,; DeDe
h
y
  
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Πρόγραμμα Velocity 
Είςοδοσ :   , 1De , 2De  
Ζξοδοσ   : REYTAYL.dat……………………………..
T
Wo  
    REYVOL.dat…………….………………..
  




2
2h
VWo  
    FASH.dat………………….………….….. 





 21 ,,; DeDe
h
y
  
PROFTAYL.dat……………………………..
T
W  
(8 διαγράμματα προφίλ τθσ ταχφτθτασ ςε φάςεισ ανά π/4) 
    PROFVOL.dat…………….………………..
  




2
2h
VW  
(8 διαγράμματα προφίλ τθσ ταχφτθτασ ςε φάςεισ ανά π/4) 
 
 
Πρόγραμμα Jelocity 
Είςοδοσ :   , 1De , 2De  
Ζξοδοσ   : REYTAYL.dat……………………………..
T
Wo  
    REYVOL.dat…………….………………..
  




2
2h
VWo  
    FASH.dat………………….………….….. 





 21 ,,; DeDe
h
y
  
PROFTAYL.dat……………………………..
T
W  
(8 διαγράμματα προφίλ τθσ ταχφτθτασ ςε φάςεισ ανά π/4) 
    PROFVOL.dat…………….………………..
  




2
2h
VW  
(8 διαγράμματα προφίλ τθσ ταχφτθτασ ςε φάςεισ ανά π/4) 
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